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Abstract : We give non-density results for integral points on affine varieties, in the spirit
of Lang-Vojta conjecture. In particular, let X be a projective variety of dimension d > 2 over
a number field K (resp. over C). Let H be the sum of 2d properly intersecting ample divisors
on X. We show that any set of quasi-integral points (resp. any integral curve) on X — H is
not Zariski dense.

Résumé : On donne des résultats de non-densité pour les points entiers sur des variétés
affines, dans l'esprit de la conjecture de Lang-Vojta. En particulier, soit X une variété pro-
jective de dimension d > 2 sur un corps de nombres K (resp. sur C). Soit H la somme de 2d
diviseurs amples sur X qui se coupent proprement. On montre que tout ensemble de points
quasi-entiers (resp. toute courbe entiére) sur X — H est non Zariski-dense.
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1 Introduction

On s’intéresse ici aux solutions a coordonnées (quasi-)entiéres de systémes d’équations
polynomiales & coefficients dans un corps de nombres K : on prouve qu’une variété projective
sur K privée de suffisamment d’hypersurfaces n’a pas beaucoup de points (quasi-)entiers. On
a également les résultats analogues en géométrie hyperbolique : une telle variété (sur C) n’a
pas de courbe entiére non dégénérée.

Plus précisément, soit S un ensemble fini de places de K. On note Og.s 'anneau des
S-entiers de K. Cet article s’inscrit dans le cadre d’un probléme important de la géométrie
arithmétique (cf conjecture 4.2 de [8] p. 223) :

Conjecture 1.1 (Lang, Vojta) : Soit X une variété projective lisse sur K de diviseur
canonique Kx. Soit D un diviseur effectif sur X, & croisements normaux. Posons Y = X — D.
On suppose Kx + D big (par exemple ample) sur X. Alors tout ensemble £ C Y (K) S-entier
sur Y est non Zariski-dense dans Y.

L’hypothése sur x + D est une condition de positivité de ce diviseur. Notons que cette
conjecture est encore largement ouverte : le cas ot X = IP’% n’est par exemple pas connu.
Levin (cf conjecture 5.3A de [10]) en a proposé des cas particuliers intéressants, lorsque D a



suffisamment de composantes irréductibles :

Conjecture 1.2 (Levin) : Soit X une variété projective sur K de dimension d > 1.
Soient Dq;---; D, des diviseurs effectifs big sur X qui se coupent proprement. Posons Y =
X —D1U---UD,. On suppose r > d + 2. Alors aucun ensemble S-entier sur Y n’est Zariski-
dense dans Y.

Pour une explication du lien entre 1.1 et 1.2, on pourra consulter le paragraphe 14.2 de
[10]. Un théoréme classique de Siegel montre cette conjecture lorsque X est une courbe. Le
cas des surfaces lisses est obtenu par Levin (cf théoréme 6.2A.c de [10]).

Par ailleurs, c’est une conséquence directe du théoréme du sous-espace (Schmidt [13],
Schlickewei [12]) lorsque X = IP’% et les D; sont des hyperplans en position générale. Plus gé-
néralement, cet énoncé est connu de Vojta (cf corollaire 0.3 de [17]) pour X lisse et r > d+p+1,
ou p désigne le nombre de Picard de X4

Dans l'article récent [5|, Corvaja, Levin et Zannier démontrent la conjecture 1.2 avec
d?> — d + 1 diviseurs D; amples sur X lisse (d > 3). On se propose ici d’améliorer ce résultat
en considérant un nombre de diviseurs linéaire en d (au lieu de quadratique) :

Théoréme 1.3 : Soit X wune variété projective sur K de dimension d > 2. Soient
Dy; -3 Doy des diviseurs effectifs amples sur X qui se coupent proprement. Posons Y =
X — D1U---UDsyy. Alors tout ensemble £ C Y (K) S-entier sur'Y est non Zariski-dense dans
Y.

On l'obtient comme corollaire d’un critére (théoréme 2.1) qui donne des conditions géo-
métriques de non-Zariski-densité des points S-entiers.

La démonstration s’inspire de la méthode introduite par Corvaja-Zannier dans le cas des
courbes [3| et des surfaces [4]. Cette méthode, dont I'ingrédient arithmétique principal est
le théoréme du sous-espace, a ensuite été étendue en dimension supérieure par Levin [10],
lauteur [1| et Corvaja-Levin-Zannier [5].

L’idée nouvelle ici est de considérer un faisceau cohérent codant les ordres d’annulation
optimaux en les D; et de prouver un théoréme de convexité (théoréme 3.5) sur les sections
globales de ce faisceau.

A titre d’application du critére 2.1, on montre en outre I’énoncé suivant :

Théoréme 1.4 : Soit X wune variété projective sur K de dimension d > 2. Soient

Dy;-- -5 Dgyo des diviseurs effectifs non nuls sur X qui se coupent proprement. Posons L =
d+2

ZDi et Y = X —DyU---UDgyo. On suppose que L — (d + 1)D; est ample pour tout
i=1

i€ {1;---;d+2}. Alors aucun ensemble S-entier sur'Y n’est Zariski-dense dansY .

L’hypotheése sur les L — (d+ 1)D; est vérifiée lorsque les D; vivent dans un cone “suffisam-
ment étroit” du groupe de Néron-Severi de X.



Par ailleurs, Vojta [15] a développé un “dictionnaire” entre la géométrie diophantienne et la
théorie de Nevanlinna : I’étude des points S-entiers sur les variétés sur K est mise en analogie
avec 1’étude des courbes entiéres sur les variétés complexes. A titre d’exemple, le théoréme de
Siegel sur les courbes est I’analogue du théoréme de Picard.

Pour I’étayer, on obtient aussi le critére (théoréme 2.2) qui, dans ce dictionnaire, corres-
pond au théoréme 2.1.

La section 2 décrit les critéres de quasi-hyperbolicité, qui sont démontrés & la section 4.
La section 3 donne le théoréme de convexité 3.5 (ainsi qu’un lemme d’algebre locale prouvé a
la section 6). On en déduit les théorémes 1.3 et 1.4 & la section 5.

Je remercie Yuri Bilu pour m’avoir fourni la référence [5]. Je remercie également les rap-
porteurs pour leurs suggestions pertinentes.

2 Définitions et énoncés

Soit K un corps. Commengons par quelques définitions de géométrie.

Conventions : On appelle variété sur K tout schéma quasi-projectif et géométriquement
intégre sur K. Le mot “diviseur” sous-entend “diviseur de Cartier”.

Soit X une variété projective sur K de dimension d > 1. Lorsque L est un diviseur sur X
tel que R%(X; L) > 1, on désigne par By, le lieu de base de I'(X; L) et par &7 : X — By —
P(I'(X; L)) le morphisme défini par I'(X; L). Pour tout diviseur effectif D sur X, on note 1p
la section globale de Ox (D) qu'il définit.

Définition : Un diviseur L sur X est dit grand lorsque h?(X; L) > 1 et ®;, est généri-
quement fini.

Définition : Soient Dy;---; D, des diviseurs effectifs sur X. On dit que Di;---; D, se

coupent proprement lorsque pour toute partie I non vide de {1;---;7}, la section glo-
bale (1p,)icr de @OX (D;) est réguliére (autrement dit, pour tout x € ﬂ D;, en notant ¢;
iel iel

une équation locale de D; en z, les (¢;)icr forment une suite réguliére de 'anneau local Ox.;).

Remarque : Supposons X de Cohen-Macaulay (par exemple lisse sur K); alors d’aprés

le lemme A.7.1 de [7] p. 418, les diviseurs Dy;- - -; D, se coupent proprement si et seulement
si pour toute partie I non vide de {1;---;r}, le fermé ﬂ D; est purement de codimension #1
el

dans X (éventuellement vide).

Définition : Lorsque L est un diviseur sur X tel que ¢ = h%(X; L) > 1 et E un diviseur
effectif non nul sur X, on pose

o(L;E) = lz (XL — kE)
q E>1



Introduisons ensuite les notions d’hyperbolicité étudiées dans cet article.

Convention : Lorsque K est un corps de nombres et v une place de K, on désigne par
K, le complété de K en v, et on normalise la valeur absolue | |, de sorte que |z, = ||l
si v est archimédienne et |pl, = p~ K+ @l si v est p-adique.

Lorsque K est un corps de nombres et S un ensemble fini de places de K, on note Og,g
lanneau des S-entiers de K, i.e. 'ensemble des = € K tels que |z|, < 1 pour toute place finie

vé¢sS.
Soit K un corps de nombres.

Définition : Soient Y une variété sur K, K’ une extension finie de K et S un ensemble
fini de places de K’. Un ensemble & C Y (K') est dit S-entier sur Y lorsqu'il existe un Ogr,g-
schéma intégre et quasi-projectif J de fibre générique Yx+ tel que € C Y(Og.s).

Définition : Soient Y une variété sur K et K’ une extension finie de K. Un ensemble
E C Y (K') est dit quasi-entier sur Y lorsqu'il existe un ensemble fini S de places de K’ tel
que & soit S-entier sur Y.

Définition : Soit Y une variété sur K. On dit que Y est arithmétiquement quasi-
hyperbolique lorsqu’il existe un fermé Z # Y tel que pour toute extension finie K’ de K et
tout ensemble quasi-entier £ C Y/(K') sur Y, 'ensemble £ — Z(K') soit fini.

Définition : Soit U une variété complexe. Une courbe entiére sur U est une application
holomorphe f : C — U non constante.

Définition : Soit U une variété complexe. On dit que U est Brody quasi-hyperbolique
lorsqu’il existe un fermé Z # U tel que pour toute courbe entiére f sur U, on ait f(C) C Z.

Terminons cette section avec les énoncés principaux de ce travail. Ces critéres de quasi-
hyperbolicité généralisent (et simplifient) des résultats de Levin (c¢f théorémes 8.3A et 8.3B
de [10]) et de lauteur (cf théorémes 3.3 et 3.5 de [1]) :

Théoréme 2.1 : Soit X wune variété projective sur K de dimension d > 1. Soient
Dy;---; D, des diviseurs effectifs non nuls sur X qui se coupent proprement. Posons Y =
T

X —DiU---UD,. Soit m > 1 un entier. On suppose que le diviseur L = mZDi est grand
i=1

sur X et que a(L; D;) > m pour tout i € {1;---;r}. Alors Y est arithmétiquement quasi-

hyperbolique.

Théoréme 2.2 : Soit V une variété complexe projective de dimension d > 1. Soient
Dy;---; D, des diviseurs effectifs non nuls sur V qui se coupent proprement. Posons U =



T
V—DiU---UD,. Soit m >1 un entier. On suppose que le diviseur L = mz D, est grand
=1
sur' Vet que a(L; D;) > m pour tout i € {1;---;r}. Alors U est Brody quasi-hyperbolique.

3 Préliminaires

Soient K un corps et W un K-espace vectoriel de dimension finie.

Définitions : Une filtration de W est une famille décroissante F = (F;)zcr, de sous-
espaces vectoriels de W telle que F,, = {0} pour tout x assez grand. Une base B de W est
dite adaptée a la filtration F lorsque B N F, est une base de F, pour tout réel z > 0.

Lemme 3.1 : Soient F et G deux filtrations de W . Il existe alors une base de W adaptée
aF etadgd.

Démonstration : C’est le lemme 3.2 de [4]. O

Soit r un entier > 1. On note ici A l'ensemble des t = (f1;---;t,) € R’ tels que
td b= 1

Définition : Une partie IV de N” est dite saturée lorsque a +b € N pour tout a € N” et
tout b € N.

Soit A un anneau local noethérien. Soit (¢1;---;¢,) une suite réguliére de A. Pour
toute partie saturée N de N", on désigne par Z(N) l'idéal de A engendré par l’ensemble
{go?l - -cpff ; b € N}. On aura besoin d’'un résultat d’algebre locale (qui ne sera démontré
qu’a la section 6) :

Lemme 3.2 : Soient N et M deux parties saturées de N". On a alors [’égalité d’idéauz

I(N)NZ(M) = I(N 0 M)

Remarque 3.3 : On utilisera dans la suite le cas particulier suivant du lemme 3.2 : pour
t € Aetxe Ry, notons N(t;x) U'ensemble des b € N” tels que t1by + -+ + t,.b, > . On a
alors I'inclusion

I(N(t2)) NI(N(wy)) C Z(N(AL+ (1= Nu; Az + (1= A)y))

pour tous t, , u, y, et tout A € [0; 1], puisque N (£; )N (u;y) C N(At+(1—N)u; Az+(1—-N)y).

Maintenant, soit X une variété projective sur K de dimension d > 1. Soit L un diviseur
sur X tel que ¢ = h°(X; L) > 1. Soient Dy;---; D, des diviseurs effectifs sur X qui se coupent
T

proprement, tels que m D; soit non vide.

=1



Introduisons quelques notations. Soit ¢ € A. Pour x € R, on définit I'idéal J(¢;z) de Ox

par
Jtz)= Y Ox <_ZbiDi) ;
beN (t;x) i=1
et on pose F(t), = I'(X; J (t; 2)®L). Observons que (F(t)s)zcr, est une filtration de I'(X; L).
Pour tout s € I'(X; L) — {0}, on note p(s) = sup{y € Ry | s € F(t),}.
On pose finalement

1 [tee
F(t) =~ / hO(X; T (t; ) @ L)da
q.Jo
Remarque 3.4 : Soit B = (s1;---;54) une base de I'(X; L). On a alors I'inégalité
1 [t 1<
F) > -~ #(F()e N B)dr = 52%@(%) :

k=1

qui est méme une égalité si B est adaptée a la filtration F(t).
Voici le résultat principal de cette section :

Théoréme 3.5 : L’application F : A — R ainsi définie est concave. On a en particulier
F(t) > mino(L; D;) pour tout t € A.
(2

Démonstration : Soient t € A, u € A et A € [0;1]. Il s’agit de montrer que
FL+ (1= Au) > AF(@) + (1 - A)F(u)

Le lemme 3.1 construit une base B = (s1;---;84) de W =T'(X; L) adaptée aux filtrations
F(t) et F(uw).

Soit (z;y) € R2. Le lemme 3.2 (cf aussi remarque 3.3) fournit 'inclusion d’idéaux 7 (¢; z)N
J(wy) C TA+ (1 — Nu; Az + (1 — N)y), puisque les diviseurs Dy;---; D, se coupent pro-
prement. On a en particulier 'inclusion d’espaces vectoriels

Ft)e N F(u)y CFAL+ (1= Nu)rsra-ry

Soit s € W — {0}. Ce qui précede implique que s appartient & F(At + (1 — A\)u)xgt-(1-2)y
pour tout < p(s) et tout y < piy(s). Il en découle la minoration

Frera-xu(8) = Apg(s) + (1= A)pu(s)

On écrit cette inégalité pour s = sg, puis on somme sur k. On obtient alors I'inégalité de
concavité en utilisant la remarque 3.4.
La deuxiéme partie de 'énoncé s’en déduit aisément : en désignant par (e;;---;e,) la base

canonique de R", on a F'(t) > min F'(¢;) et F(e;) = o(L; D;) pour tout i € {1;---;r}. O
(2



4 Démonstration des critéres

Soient K un corps de nombres et X une variété projective sur K de dimension d > 1.
Soit L un faisceau inversible sur X. On munit L d’une métrique adélique (|| ||»), et on pose
L= (L; (|| |lo)o) (pour des précisions sur les métriques adéliques, on pourra consulter le para-
graphe 1.2 de [19]).

Définition : Soient K’ une extension finie de K et P € X(K’). On définit la hauteur
(normalisée) h; (P) de P relativement a L de la maniére suivante :
Choisissons une section rationnelle s de L définie et non nulle en P. On pose

by (P) =~ S mls(P)l

ol v parcourt l’ensemble des places de K’. Ce réel ne dépend pas du choix de s.

On va utiliser la version suivante du théoréme du sous-espace de Schmidt, Schlickewei et
Vojta :

Proposition 4.1 : On suppose L grand sur X. Notons ¢ = h°(X; L). Soient s1;---; 5
des sections non nulles engendrant T'(X; L). Soit € > 0. Il existe alors un fermé Z # X tel
que pour toute extension finie K' de K et tout ensemble fini S de places de K', I’ensemble des
points P € (X — Z)(K') vérifiant

S max S (P)l ! 2 (a+a2) K @y (P) (1)

veS jeJ

est fini, ou L désigne ’ensemble des parties J de {1;---;1} telles que (sj)jes soit une base de
I(X:L).

Démonstration : Posons P = P(I'(X; L)). Désignons par w : X’ — X 'éclatement de X re-
lativement & By, et par E = 7~ 1(B) le diviseur exceptionnel. En notant L' = Ox/(—E)®7*L,
on a un morphisme ®;, : X’ — P génériquement fini qui prolonge ®;,. Il existe donc un fermé
Z1 # X' tel que @/ x1_z, soit a fibres finies.

On munit Ly = Op(1) d’une métrique adélique (|| ||1,), telle que la section globale 1x de
®%, Ly ® 7L vérifie sup ||1g|;, < 1 pour toute place v. On applique alors la version de Vojta
Xy

(cf théoréme 0.3 et reformulation 3.4 de [16]) du théoréme du sous-espace :

Il existe une réunion finie H de K-hyperplans de P ~ P‘}(_l telle que pour toute extension
finie K’ de K et tout ensemble fini S de places de K’, 'ensemble des points P € (P — H)(K")
vérifiant

ZmaXZln Is;(P)|I57t > (¢+qe)[K" : Qhy (P) est fini .
vES JeL jeJ ’

Prenons Z = By, Un(Z; U ®,'(H)). Alors pour toute extension finie K’ de K et tout
ensemble fini S de places de K’, 'ensemble des points P € (X — Z)(K') vérifiant (1) est fini.
(]



Montrons donc les critéres de quasi-hyperbolicité de la section 2 :

Démonstration du théoréme 2.1 : On reprend en 'améliorant la démonstration du théo-
réme 3.3 de [1]. On procéde en deux étapes : dans la premiére, on construit un fermé 7 # X
candidat & contenir “presque tous les points entiers”; dans la seconde, on prouve que Y est
arithmétiquement quasi-hyperbolique.

. 1
Etape 1 : Posons ¢ = 1

—(mina(L; D;) —m) et ¢ = h°(X; L), et fixons un entier b >
m )

1
<f + 3)7". On choisit aussi une base By de I'(X; L).
€

Désignons par P 'ensemble des parties I non vides de {1;---;7} telles que ﬂ D; soit non
el
vide. Soit I € P. On note A I’ensemble des a = (a;); € N tels que Zai =b. Soit a € Ay.
el
Pour x € Ry, on définit I'idéal J(z) de Ox par

J(z) = Z Ox (— Z b,;D,») ol la somme porte sur les b € N’ tels que Zaibi > bx
b iel iel

et on pose F(I;a); =I'(X; J(z)®L). Le lemme 3.1 fournit une base Br,, de I'(X; L) adaptée
a la filtration F(I;a).

On munit chaque faisceau Ox(D;) d’une métrique adélique. Appliquons le théoréme du
sous-espace (proposition 4.1) avec {s1;---;8} = By U UB .o (remarquons que cette réunion
Lia
est finie puisque P et les Ay le sont) :
Il existe un fermé Z # X tel que pour toute extension finie K’ de K et tout ensemble fini
S de places de K', 'ensemble des points P € (X — Z)(K') vérifiant I'inégalité (1) est fini.

Etape 2 : Soient K’ une extension finie de K et S un ensemble fini de places de K’
contenant les places archimédiennes. Soit £ C Y/(K') un ensemble S-entier sur Y. Raisonnons
par 'absurde en supposant £ —Z(K’) infini. Choisissons une suite injective (P, )p>0 d’éléments
de & — Z(K').

Quitte & extraire, on peut supposer (par compacité) que pour tout v € S, la suite (Py,)n>0
converge dans X (K]) vers un y, € X (K)).

Pour tout v € S, on note I,, 'ensemble des i € {1;---;r} tels que y, € D;. Quitte a extraire
de nouveau, on peut supposer que pour tout v € S tel que I, soit non vide et tout i € I,

In||1p, (P,
la suite < 0|1, (Fo)ll. > converge vers un t,; € [0; 1]. Observons que l'on a Z toi = 1.
Z In | 1p, (Pn)llv/ n>0 icl,

Jjely

Fait : Soit v € S. Il existe une base (s14;---;Sq) de I'(X; L) contenue dans {s1;---; 5}
telle que 'on ait la minoration suivante pour tout n > 0 :

= lske(Pa)lle = —(g+2¢e) I [ 1(P) o —O(1) ,  (2)
k=1



ot le O(1) est indépendant de n.

Prouvons ce fait. Si I, est vide, on prend {siy;---;Sq} = Bo et on obtient la minoration
(2) en remarquant que In ||17(P,)|l, = O(1) (puisque y, ¢ L).

On suppose maintenant I, non vide. On a donc I, € P. Choisissons un a, = (av;); € Ay,
tel que ay; < (b+7)ty; pour tout i € I,,. On prend alors {s1y;- -+ ;Squ} = Br,;a,. Vérifions que
ce choix convient.

Soit s € I'(X; L) — {0}. Notons p(s) le plus grand rationnel p tel que s € F(I,;a,),. En

écrivant localement s = g o H 1%, au voisinage de ¥, on trouve
= 7
b icl,

—lnf|s(F)llo > —mgxz biln [|1p, (Pl — O(1)

1€ly

Par définition des t,;, on a :

bitn 1, (Pl > (22— ") S a1, (P

b+r s

pour tout n assez grand et tout ¢ € I,,.
On en déduit I'inégalité (pour tout n > 0)

—1ny|s(Pn>Huz—( —me) 3" [Lp, (P)ls = O(1)

j€l,

On écrit cette inégalité pour s = sg,, puis on somme sur k. En observant que 'on a

q +00
Z w(sgy) = / dim F(1,; a,)dz (remarque 3.4)
k=1 0
> mina(L; D;)q (théoréme 3.5)
1

b
= (1+4e)gm > #(q +3ge)m

on obtient alors
—ZIH\ISkv Mo = —(g+2¢2)m Y In|[1p,(Pa)]lo — O(1)
Jely

Le fait énoncé (2) s’en déduit en remarquant que In [|1p;(FP,)|l, = O(1) pour tout j ¢ I,.

Maintenant, I’ensemble £ est S-entier sur Y, donc pour tout n > 0, on a

[K':Q = > [1L(B)ll, + O1)

vES

En utilisant la minoration (2), on trouve (pour tout n > 0)

-> Zln 810 (Po)llo > (g + 2¢)[K” : Q] (Py) — O(1)

veES k=1



D’ou une contradiction avec (1). O
Démonstration du théoréme 2.2 : On reprend de la méme maniére la démonstration du

théoréeme 3.5 de [1], qui utilise la version de Vojta (cf théoréme 2 de [18]) du théoréme de
Cartan au lieu du théoréme du sous-espace. Les détails sont laissés au lecteur. [J

5 Démonstration des théorémes 1.3 et 1.4

Soient K un corps de nombres et X une variété projective sur K de dimension d > 2.
Pour tous diviseurs Ly;---; Lg sur X, on désigne par <L1 e Ld> leur nombre d’intersection.

1
Définition : Un diviseur L sur X est dit big lorsque lim inf —dhO(X; nL) > 0.
n—+oo N

Remarque : D’aprés le lemme de Kodaira (¢f [9] p. 141), le diviseur L est big si et seule-
ment si nL est grand pour tout entier n assez grand.

Définition : Soit L un diviseur big sur X. On dit que L est presque ample lorsqu’il
existe un entier n > 1 tel que B,,;, soit vide.

On montre ici de légéres extensions des théorémes 1.3 et 1.4 de I'introduction :

Théoréme 1.3bis : Soient Dy;---; Doy des diviseurs effectifs presque amples sur X qui
se coupent proprement. Alors X — D1 U ---U Doy est arithmétiquement quasi-hyperbolique.

Démonstration : D’aprés le théoréme 4.4 de [1], il existe (mq;---;maq) € (N*)2? tel qu'en
2d
posant L = Z m;D;, on ait
i=1

1
liminf —a(nL;m;D;) > 1 pour tout i € {1;---;2d} .
n——+oo N
On en déduit le résultat en appliquant le théoréeme 2.1 (les diviseurs mqDy;- -+ ;mogDag
se coupent encore proprement). [

Théoréme 1.4bis : Soient Dy;---; D, des diviseurs effectifs non nuls sur X qui se coupent
T

proprement, avec r > d + 2. Posons L = ZDi et Y =X —-DyU---UD,. On suppose
i=1

que L — (d + 1)D; est ample pour tout i € {1;---;r}. Alors Y est arithmétiquement quasi-

hyperbolique.

1
Démonstration : D’apreés le lemme 5.1 ci-dessous, on a limJirnf —a(nL; D;) > 1 pour tout
n—+oo N

i € {1;---;r}. On obtient le résultat en appliquant le théoréme 2.1. OJ
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Lemme 5.1 : Soient L un diviseur ample sur X et D un diviseur effectif non nul sur X.
Soit t > 1 un entier tel que L — tD soit ample. On a alors les minorations
t d t
hmlnf a(nL; D —_— L¥I(L —tD)Y) > ——
iminl oL D) > oy 2T (B DY) >

Démonstration : La formule de Hirzebruch-Riemann-Roch donne que x(X;nL — kD) est
une fonction polynomiale en (n; k) dont on peut expliciter la composante homogeéne domi-
nante :

1
Pour tout (n; k) tel que 0 < k <tn, on a x(X;nL — kD) = $<(nL - k:D)d> + O(n71h).

Par ailleurs, pour tout n assez grand et tout k € {0;---;tn}, on a hi(X;nL — kD) =
pour tout ¢ > 1, puisque L et L — tD sont amples. On a en particulier hO(X; nL — kD)

;'<(nL kD)) + O(n1).

0

On trouve ainsi les estimations suivantes :

tn tn
Z hY(X;nL — kD) = % Z [<(nL — kD)d> + O(nd_l)}
k=1

k=1

d tn
= SO D I (Y + Ofn)

]Okl

— d'ZC] Ld ij>( +)1t_7+1 d+1+0( )
7=0

Or un calcul montre (par multilinéarité) la formule

d (-1 1)j P . )
> QL D) T = T > (L*(L - tD)y)
=0 =0

Dot la premiére inégalité de 1’énoncé.

La deuxiéme inégalité s’en déduit facilement : les diviseurs L et L —tD sont amples, donc
on a (L¥J(L —tD)7) > 0 pour tout j € {1;---;d}. O

6 Démonstration du lemme 3.2

Soit A un anneau local noethérien. On aura besoin d’un résultat classique da a Krull :

Lemme 6.1 : Soient T et J deux idéaux de A avec J # A. On a alors ’égalité

N(z+7%) =

k>1

11



Démonstration : 1l suffit d’appliquer le corollaire 11.D.2 de [11] p. 69 dans 'anneau A/Z. O
Soit (¢1;---;®r) une suite réguliére de A. Rappelons que pour toute partie saturée N de
N" on désigne par Z(N) 'idéal <gpl{1 e golﬂr ; be N> de A. Le lemme 3.2 est une conséquence

directe de I’énoncé suivant :

Lemme 6.2 : Soit N une partie saturée de N". On a alors [’égalité d’idéaux

I(N) =[] (efH500th)
ceNT—N

Démonstration : Notons ici Z;(N) = ﬂ <g0§1+1; R gpﬁ*+1>. Vérifions d’abord 'inclu-

ceNT—N
sion Z(N) C Zy(N) : sib € N et ¢ € N" — N, alors il existe un indice 7 tel que b; > ¢; + 1,
done 7' - o € f A C (T ).

On prouve 'inclusion Z;(N) C Z(N) par récurrence sur r. Le cas r = 1 est facile (avec
le lemme 6.1 si N est vide). Supposons r > 2 et le résultat au cran r — 1. Montrons par une
(deuxiéme) récurrence sur k que Zy(N) € Z(N) + ¢§A pour tout k& € N. Si k = 0, cette
inclusion est évidente. Supposons k > 1 et le résultat au cran k — 1. Soit s un élément de
Ti(N). Il s’écrit s = & + ¢ o avec un z € Z(N) et un a € A.

Posons Ny = {b= (bg;---;b.) € N1 | (k—1;bg;---;b.) € N}. Soit b € N'~! — N.. Alors
©"la = s — 2 appartient a Z;(N) donc en particulier a {o¥; gogQH; o+ Autrement
dit, il existe a’ € A tel que ¥ la — pFa’ € <gog2+1; -+ b 1Y Puisque (cpSQH; cee bt o))
est une suite réguliére de A, on obtient a — p1a’ € <<,032+1; e ;gofr+1> en simplifiant par np’ffl.

Réduisons modulo 1 ; on trouve dans A’ = A/p1 A que a € (@275 ,0r 1),

On a ainsi que a € ﬂ <cﬁgb2+l;---;<ﬁ,,br+1>. Or (p2;--+;@r) est une suite régu-
QGNTfl—Nk

liere de A’, donc a € <g0‘2b2 e gpbr

; b€ Nk> par la premiére hypothése de récurrence.
On écrit a = y + ¢1a1 avec y € <g032~-g0ff ;b€ Nk> et a; € A. Il en découle I'égalité
s=x+ gplffly + oha; avec <p’f71y € <<plf71<p32 b b e Nk> C Z(N), qui implique bien
que s est dans Z(N) + pF A.

D’ou l'inclusion Z; (N) C ﬂ <I(N) + golfA). On conclut par le lemme 6.1. [J
keN
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