
L'équation de Pell-Fermat non commutativeAurel Page14 octobre 2010RésuméOn s'intéresse dans ce texte à la conception d'algorithmes pour résoudre une géné-ralisation non commutative de l'équation de Pell-Fermat. Après avoir brièvement décritl'équation de Pell-Fermat classique, on en introduit une généralisation non commutativeen lien avec les algèbres de quaternions et on explique comment résoudre cette équationde manière e�ective. En�n, on généralise encore l'équation pour ne plus se placer sur lesrationnels mais sur un corps de nombres, et on expose comment ce problème est relié à denombreuses autres questions, par exemple sur la cohomologie des groupes arithmétiquesou les variétés hyperboliques de dimension 3.Table des matières1 L'équation de Pell-Fermat 21.1 Anneaux d'entiers quadratiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21.2 Géométrie euclidienne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22 L'équation de Pell-Fermat non commutative 42.1 Algèbres de quaternions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42.2 Géométrie hyperbolique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52.3 Algorithmes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63 Généralisation et problèmes reliés 93.1 Quaternions sur un corps de nombres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93.2 Cohomologie et opérateurs de Hecke . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103.3 Cas particuliers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113.3.1 Cas fuchsien . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113.3.2 Cas kleinéen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1



1 L'ÉQUATION DE PELL-FERMAT 21 L'équation de Pell-Fermat1.1 Anneaux d'entiers quadratiquesSoit d un entier strictement positif qui n'est pas un carré (de sorte que √d est irrationnel).On appelle équation de Pell-Fermat l'équation
x2 − dy2 = 1, x, y ∈ Z. (1)Remarquons dès maintenant que (1) admet les solutions triviales (±1, 0), et que si d est uncarré, alors (1) n'admet pas de solution non triviale. On sait depuis longtemps que l'ensembledes solutions de cette équation forme un groupe abélien pour la loi

(x1, y1) ∗ (x2, y2) = (x1x2 + dy1y2, x1y2 + x2y1)grâce à l'identité de Brahmagupta
(x21 + dy21)(x

2
2 + dy22) = (x1x2 + dy1y2)

2 + d(x1y2 + x2y1)
2.Nous allons voir que cette identité n'est pas miraculeuse, puis nous décrirons précisément lastructure de l'ensemble des solutions.Ayant factorisé l'équation en x2 − dy2 = (x +

√
dy)(x −

√
dy), il est naturel d'introduirel'anneau A = Z

[
√
d
]. Cet anneau est muni d'un automorphisme ·̄ : x +

√
dy 7→ x−

√
dy. Lepolynôme caractéristique d'un élément a ∈ A est (X−a)(X−ā) = X2−tr(a)X+N(a) ∈ Z[X],la trace tr est additive et la norme N est multiplicative. La multiplicativité de la norme estexactement l'identité de Brahmagupta, et (x, y) ∈ Z2 est solution de (1) si et seulementsi N(x+

√
dy) = 1. On notera A×

1 = {a ∈ A | N(a) = 1} ⊂ A×.1.2 Géométrie euclidienneA�n d'étudier la structure du groupe A×
1 , on souhaite le réaliser géométriquement, c'est-à-dire comme un sous-groupe discret d'un groupe d'isométries. Remarquons tout d'abord quel'inclusion A ⊂ R ne convient pas puisque A est dense dans R. A�nons cependant cetteinclusion et considérons l'application

ι :

{

A −→ R2

a 7−→ (a, ā)L'application ι est un homomorphisme injectif d'anneaux et son image est discrète, puisquepour ι(a) dans un compact de R2, a et ā sont bornés, donc les coe�cients du polynômecaractéristique de a sont bornés et il n'y a donc qu'un nombre �ni de possibilités pour a. Ona donc réalisé géométriquement le groupe additif A, c'est un bon début.L'image ι(A×
1 ) est incluse dans l'hyperbole H d'équation xy = 1. Considérons donc l'ap-plication

` :

{

H −→ R2

(x, y) 7−→ (log |x|, log |y|)



1 L'ÉQUATION DE PELL-FERMAT 3Alors ` est un homomorphisme de groupes, de noyau {±(1, 1)} et d'image la droite d'équa-tion x + y = 0, et l'image L = ` ◦ ι(A×
1 ) est discrète. On en déduit immédiatement l'iso-morphisme A×

1
∼= {±1} × L, et L est ou bien trivial, ou bien isomorphe à Z. Nous allonsmaintenant montrer qu'on est toujours dans le second cas.Il s'agit de montrer qu'il existe toujours une solution non triviale de (1). Il existe uneapproche classique utilisant des approximations de√d par des fractions continues. Elle possèdel'avantage de fournir un algorithme pour trouver une solution. Nous n'utiliserons pourtant pascette méthode, mais nous en exposerons ici une autre qui présente l'avantage de se généraliserau cas qui nous intéressera par la suite. Pour plus de détails sur l'équation de Pell-Fermat etles fractions continues, on pourra par exemple se référer à [Hin08].Nous allons étudier un peu plus précisément la géométrie de A. Un réseau L d'un espacevectoriel réel V est un sous-groupe discret qui engendre V comme espace vectoriel, ce qui estéquivalent au fait que V/L soit compact. Dans le cas qui nous intéresse, l'image ι(A) est unréseau de R2, et nous identi�erons ι(A) et A. Le théorème essentiel que nous allons utiliserest leThéorème 1 (Minkowski). Soit V un espace vectoriel réel de dimension n muni d'une mesurede Lebesgue λ, L un réseau dans V et C ⊂ V une partie convexe compacte symétrique parrapport à l'origine telle que

λ(C) ≥ 2nλ(V/L).Alors C ∩ (L \ {0}) 6= ∅.Nous allons alors montrer que H/A×
1 est compact, ce qui donnera immédiatement L ∼= Z.Commençons par une première remarque : si on pose pour tout r ∈ Z \ {0}, Ar = {a ∈

A | N(x) = r}, on a Ar/A
×
1 est �ni. En e�et si a, b ∈ Ar, alors N(ab−1) = 1, donc on a a ≡ b

(mod A×
1 ) si et seulement si ab−1 ∈ A si et seulement si ab̄ ∈ rA (car b−1 = b̄/r), donc celane dépend que des classes de a et b modulo r, et A/rA est �ni. On peut donc choisir Yr unsystème �ni de représentants pour Ar/A

×
1 .On peut maintenant prouver le résultat annoncé. On munit R2 de la mesure de Lebesgueusuelle et on étend N à R2 en posant N(x, y) = xy. Soit C un compact convexe symétriquede R2 tel que λ(C) ≥ 4λ(R2/A). Pour tout r ∈ Z \ {0}, on pose Cr = {x ∈ C | N(x) = r}et Kr = Y −1

r Cr ⊂ H, qui est compact. Soient en�n R = N(C) ∩ Z \ {0}, qui est �ni,et K = ∪r∈RKr. Alors K ⊂ H est un compact tel que tout élément de H est équivalentsous A×
1 à un élément de K.En e�et, soit h ∈ H. Alors la multiplication par h préserve λ, donc on a λ(R2/Ah) =

λ(R2/A). On peut donc appliquer le Théorème de Minkowski au réseau Ah : il existe a ∈ A\{0}tel que ah ∈ C. Mais alors r = N(ah) = N(a) ∈ R. Comme a ∈ Ar, il existe y ∈ Yr et u ∈ A×
1tels que a = yu. On obtient alors h = a−1(ah) = u−1y−1(ah) ∈ A×

1 Y
−1
r Cr = A×

1 Kr, ce quiconclut. On a prouvé leThéorème 2. On a
A×

1
∼= {±1} × Z.



2 L'ÉQUATION DE PELL-FERMAT NON COMMUTATIVE 42 L'équation de Pell-Fermat non commutative2.1 Algèbres de quaternionsOn veut maintenant généraliser l'équation de Pell-Fermat, c'est-à-dire trouver une équationquadratique Q(x1, . . . , xn) = 1 dont l'ensemble des solutions forme un groupe. On peut tenterd'ajouter simplement une variable, c'est-à-dire de considérer la forme x2+ay2+by2. Cependantcette tentative va échouer : en e�et l'ensemble des valeurs prises par une forme quadratiqueternaire n'est pas multiplicatif, par exemple pour a = b = 1 on a 3 = 12 + 12 + 12 et 5 =
22 + 12 + 02 mais 3 × 5 = 15 n'est pas une somme de trois carrés (réduire modulo 8 pour levoir). On peut également tenter de généraliser les anneaux que l'on a considéré et augmenter ledegré, mais si on garde des anneaux commutatifs, la norme ne sera plus une forme quadratique.Nous allons voir que la bonne généralisation de l'équation de Pell-Fermat est la suivante,pour a, b ∈ Z \ {0} non tous les deux négatifs :

x2 − ay2 − bz2 + abt2 = 1, x, y, z, t ∈ Z. (2)Encore une fois l'équation (2) admet les solutions triviales (±1, 0, 0, 0) et la condition sur a, bpermet d'assurer que l'ensemble des solutions n'est pas trivialement �ni. Nous allons mainte-nant décrire la structure sous-jacente à cette équation.Soit F un corps de caractéristique di�érente de 2 et a, b ∈ F×. L'algèbre de quaternionssur F de paramètres (a, b), notée (

a,b
F

), est l'unique algèbre unitaire engendrée par deuxéléments i, j tels que
i2 = a, j2 = b et ji = −ij.Une telle algèbre est de dimension 4 sur F avec pour base (1, i, j, ij), et est naturellement munied'une involution F -linéaire ·̄ : x + yi + zj + tij 7→ x − yi − zj − tij. Pour tout v,w ∈

(

a,b
F

)on a vw = w v. Tout élément w ∈
(

a,b
F

) est annulé par le polynôme (X − w)(X − w̄) =
X2 − trd(w)X + nrd(w) ∈ F [X], la trace réduite trd est F -linéaire et la norme réduite nrdest multiplicative. En remarquant que nrd(x+ yi+ zj + tij) = x2 − ay2 − b2 + abz2 on voitmaintenant le rapport avec l'équation (2).Donnons deux exemples d'algèbres de quaternions.� L'algèbre de matrices M2(F ) est isomorphe à (1,1

F

) via le morphisme d'algèbres
(

1 0
0 −1

)

7→ i ;

(

0 1
1 0

)

7→ j.La trace réduite correspond à la trace usuelle et la norme au déterminant.� L'anneau H =
(−1,−1

R

) est une algèbre de quaternions à division sur R. La norme réduiteest le carré de la norme L2 usuelle dans la base (1, i, j, ij).Une algèbre de quaternions est à division si et seulement si elle n'est pas isomorphe àl'algèbre des matrices 2× 2.Les algèbres M2(R) et H sont les seules algèbres de quaternions sur R, et M2(C) estla seule algèbre de quaternions sur C. En e�et pour tout corps F on a les isomorphismesélémentaires (a,b
F

) ∼=
(

b,a
F

) ∼=
(

a,−ab
F

) ∼=
(

u2a,v2b
F

) pour tout a, b, u, v ∈ F×.



2 L'ÉQUATION DE PELL-FERMAT NON COMMUTATIVE 5Pour étudier l'équation (2), nous devons introduire des structures entières sur les algèbresde quaternions. Soit B une algèbre de quaternions sur Q. Un ordre de B est un sous-groupede type �ni O ⊂ B tel que QO = B et qui est également un sous-anneau unitaire. On noteraalors O×
1 = {w ∈ O | nrd(w) = 1} ⊂ O×. Par exemple, M2(Z) est un ordre dans M2(Q).Si a, b ∈ Z \ {0}, alors O = Z+ Zi+ Zj + Zij est un ordre dans B =

(

a,b
Q

), et (x, y, z, t) ∈ Z4est solution de (2) si et seulement si x+ yi+ zj + tij ∈ O×
1 .Les algèbres de quaternions sur Q admettent une classi�cation très simple que nous décri-vons ici. Soit O un ordre dans une Q-algèbre de quaternions B et (x1, x2, x3, x4) une Z-basede O. Le discriminant de O est

disc(O) = det
(

trd(xixj)1≤i,j≤4

)

∈ Z \ {0},qui ne dépend pas de la Z-base choisie. Si O′ ⊂ O sont deux ordres de B, alors on a l'iden-tité disc(O′) = [O : O′]2 disc(O) où [O : O′] est l'indice de O′ dans O. On peut montrer que lediscriminant d'un ordre est toujours un carré au signe près, le discriminant réduit d'un ordreest la racine carrée (positive) de la valeur absolue de son discriminant. Le discriminant de Best le discriminant réduit d'un ordre maximal de B. On a alors leThéorème 3. Le discriminant D d'une algèbre de quaternions B sur Q est un entier sansfacteur carré. Le nombre de facteurs premiers de D est pair si BR
∼= M2(R), impair si BR

∼= H.De plus, l'application donnée par le discriminant
{ Classes d' isomorphismed'algèbres de quaternions sur Q

}

−→
{ entiers naturelssans facteur carré}est une bijection.Remarquons que la propriété sur le nombre de facteurs premiers du discriminant est équi-valente à la célèbre loi de réciprocité quadratique de Gauss.La di�culté algorithmique du calcul du discriminant et d'un ordre maximal d'une algèbrede quaternions sur Q est � la même � (en un sens qu'on ne précisera pas) que celle de lafactorisation de a et b.2.2 Géométrie hyperboliqueOn considère maintenant l'équation (2), B =

(

a,b
Q

) et O = Z + Zi + Zj + Zij l'algèbrede quaternions et l'ordre associés. Encore une fois on veut réaliser O×
1 géométriquement.Considérons l'algèbre de quaternions réelle BR =

(

a,b
R

). D'après la condition sur a, b on al'isomorphisme BR
∼=

( sgn(a), sgn(b)
R

) ∼= M2(R). De plus O ⊂ BR est un réseau. En �xant unisomorphisme, on identi�era maintenant BR et M2(R). Alors le sous-groupe O×
1 ⊂ SL2(R)est discret. A�n d'étudier les sous-groupes discrets de SL2(R), on va introduire un peu degéométrie hyperbolique. Pour plus de détails sur la géométrie hyperbolique en dimension 2 onpourra se référer à [Kat92].



2 L'ÉQUATION DE PELL-FERMAT NON COMMUTATIVE 6Le demi-plan de Poincaré est H2 = {z ∈ C | Im(z) > 0} muni de la métrique d induitepar l'élément de longueur
d`2 =

dx2 + dy2

y2et de l'aire µ induite, donnée par
dS =

dxdy

y2où z ∈ H2, z = x+ yi et y > 0. Les géodésiques pour cette métrique sont les demi-cercles etles droites orthogonaux à la droite réelle. L'espace H2 est complet, simplement connexe et decourbure constante −1. Le groupe SL2(R) agit transitivement sur H2 par homographies :
g · z =

az + b

cz + d
pour tout z ∈ H2 et g =

(

a b
c d

)

∈ SL2(R).Cette action induit un isomorphisme entre PSL2(R) = SL2(R)/{±1} et le groupe des iso-métries directes de H2. Le stabilisateur de tout point est conjugué au stabilisateur SO2(R)du point i. Un groupe fuchsien est un sous-groupe discret de PSL2(R). Un tel groupe Γ estcocompact si Γ\H2 est compact ; il est de coaire �nie si µ(Γ\H2) < ∞.Soit B une Q-algèbre de quaternions. On dit que B est dé�nie si BR
∼= H et indé�niesi BR

∼= M2(R). Supposons B indé�nie, et soit O un ordre dans B. On a vu que dans cecas Γ(O) = O×
1 /{±1} ⊂ PSL2(R) est un groupe fuchsien. On a alors leThéorème 4. Soit B une Q-algèbre de quaternions indé�nie de discriminant D et O un ordredans B. Alors le groupe fuchsien Γ(O) est de coaire �nie. De plus Γ(O) est cocompact si etseulement si B est une algèbre à division, si et seulement si B 6∼= M2(Q). En�n, si O est unordre maximal de B, alors

µ(Γ(O)\H2) =
π

3
φ(D)où φ est l'indicatrice d'Euler dé�nie par φ(n) = n

∏

p|n(1− p−1).Notons que la démonstration de la partie sur la cocompacité de Γ(O) est exactement lamême que celle donnée à la section précédente pour l'équation de Pell-Fermat classique. Main-tenant que nous en savons un peu plus sur O×
1 , nous pouvons déterminer algorithmiquementsa structure. C'est en fait équivalent à la détermination de la structure de Γ(O), le passage del'un à l'autre n'est pas compliqué mais ne sera pas explicité ici.2.3 AlgorithmesPour calculer avec le groupe Γ(O), il est naturel de considérer le quotient Γ(O)\H2. Lamanipulation algorithmique de ce quotient se fait grâce à la notion de domaine fondamental.Soit Γ un groupe fuchsien. Un ouvert connexe F ⊂ H2 est un domaine fondamental pour Γ si(i) ⋃

γ∈Γ γ · F = H2 ;(ii) Pour tout γ ∈ Γ \ {1}, F ∩ γ · F = ∅ ;(iii) µ(∂F) = 0



2 L'ÉQUATION DE PELL-FERMAT NON COMMUTATIVE 7où ∂F désigne la frontière de F . Nous allons immédiatement nous intéresser à une classeparticulière de domaines fondamentaux. Soit p ∈ H2 un point dont le stabilisateur dans Γ esttrivial. Alors le domaine de Dirichlet centré en p

Dp(Γ) = {z ∈ H2 | ∀γ ∈ Γ \ {1}, d(z, p) < d(γ · z, p)}est un domaine fondamental pour Γ, et Dp(Γ) est convexe au sens hyperbolique : tout seg-ment géodésique entre deux points de Dp(Γ) est inclus dedans. L'idée de cette construc-tion est de choisir (génériquement) un point dans chaque orbite en prenant le plus prochede p. De plus, si Γ est de coaire �nie, alors Dp(Γ) est un polygone : sa frontière est uneréunion d'un nombre �ni de segments appelés ses côtés ; l'intersection de deux côtés succes-sifs est un sommet de Dp(Γ). Introduisons, pour γ ∈ Γ son cercle isométrique centré en p :
Ip(γ) = {z ∈ H2 | d(z, p) = d(γ · z, p)} qui est aussi la bissectrice du segment [p, γ−1 · p].Chaque côté de Dp(Γ) est contenu dans un unique cercle isométrique. De plus le cercle isomé-trique d'un élément γ ∈ Γ contient un côté de Dp(Γ) si et seulement si Ip(γ−1) contient aussiun côté, et on a γ · Ip(γ) = Ip(γ

−1). On obtient alors la structure suivante, appelée couplage,pour les côtés : ils sont groupés par deux (éventuellement confondus), avec un élément de Γ etson inverse envoyant un côté sur l'autre (voir Figure 1). Les éléments du groupe qui associentdeux côtés sont appelés transformations du couplage. On a alors laProposition 5. Les transformations du couplage d'un domaine de Dirichlet pour Γ engendrentle groupe Γ.Cela provient du fait que les translatés de Dp(Γ) par les transformations du couplagerecouvrent H2. Maintenant, si s1 est un sommet de Dp(Γ) avec s1 = Ip(γ) ∩ Ip(γ1), alors lepoint s2 = γ1 · s1 est encore un sommet de Dp(Γ). On peut alors écrire s2 = Ip(γ
−1
1 ) ∩ Ip(γ2)et réitérer le processus. Cela partitionne l'ensemble des sommets en cycles (s1, s2, . . . , sm)avec sm+1 = s1 (voir Figure 1). Un cycle est bien dé�ni à permutation circulaire et inversion del'ordre près. On associe à chacun de ces cycles une transformation de cycle h = γ−1

1 γ−1
2 · · · γ−1

mqui �xe s1. Elle est bien dé�nie à conjugaison par une tranformation du couplage et inversionprès. Chaque transformation de cycle h est donc d'ordre �ni e et la relation he = 1 estappelée une relation de cycle. De plus, un côté est couplé avec lui-même si et seulement si latransformation du couplage correspondant est d'ordre deux. La relation γ2 = 1 pour une telletransformation γ est appelée une relation de ré�exion. On a alors leThéorème 6. Pour tout domaine de Dirichlet Dp(Γ), le groupe Γ admet une présentation dontles générateurs sont les transformations du couplage et dont les relations sont les relations decycle et de ré�exion.Cela provient du fait que les relations de cycle et de ré�exion représentent les seuls re-couvrements possibles entre Dp(Γ) et ses translatés. Remarquons que cette présentation estexplicite au sens où on dispose de manière calculable de deux isomorphismes réciproquesentre Γ et le groupe �niment présenté abstrait G du théorème précédent. Dans un sens, sion a un mot en les générateurs de G, on peut évaluer ce produit dans Γ. Examinons le senscontraire. Lorsqu'on on dispose d'un domaine fondamental, étant donné un point z ∈ H2 ilest naturel de vouloir calculer un élément de son orbite sous Γ dans le domaine fondamental,



2 L'ÉQUATION DE PELL-FERMAT NON COMMUTATIVE 8
+

+
+s1

s2

s3

γ1

γ2

γ3

I(γ1)

I(γ−1
1 )

I(γ2)

I(γ−1
2 )

I(γ3)

I(γ−1
3 )Figure 1 � Un cycle dans un domaine de Dirichletappelé réduction de z. Pour cela, il su�t d'appliquer des transformations du couplage tant quecela réduit la distance à p. Cet algorithme termine car Γ est discret et par dé�nition le pointd'arrivée est dans Dp(Γ). De plus, on obtient la transformation qui envoie z sur sa réduc-tion comme mot en les tranformations du couplage. En�n, comme p a un stabilisateur trivialdans Γ, l'application orbitale γ 7→ γ · p est une bijection, et donc pour γ ∈ Γ on peut réduirele point γ · p, qui se réduira en p car c'est le seul élément de son orbite qui soit dans Dp(Γ),et donc on aura wγ · p = p avec w un mot en les générateurs de G, ce qui donne γ = w−1.Il ne reste donc plus qu'à calculer un domaine de Dirichlet pour un groupe Γ = Γ(O).Pour des raisons de simplicité nous n'étudierons que le cas où O est un ordre maximal. Lecas général peut se traiter avec une légère modi�cation, mais nous n'entrerons pas dans cesdétails. Introduisons, pour toute partie S ⊂ Γ, le domaine de Dirichlet partiel

Dp(S) = {z ∈ H2 | ∀γ ∈ S \ {1}, d(z, p) < d(γ · z, p)}.On remarque alors que S 7→ Dp(S) est décroissant, et qu'il existe une partie �nie S ⊂ Γtelle que Dp(S) = Dp(Γ) (par exemple, prendre pour S l'ensemble des transformations ducouplage). Il su�t donc d'énumérer les éléments de Γ, de calculer les domaines de Dirichletpartiels correspondants et de s'arrêter lorsqu'on a atteint le véritable domaine de Dirichlet.On a donc besoin de deux choses : une énumération de Γ et un test d'égalité entre Dp(S)et Dp(Γ).Le test d'égalité est simple : comme O est maximal, on connait l'aire de Dp(Γ(O)) qui estégale à µ(Γ(O)\H2). Il su�t donc de savoir calculer l'aire de Dp(S), ce qui se fait simplementen utilisant laProposition 7. Soit P ⊂ H2 un polygone à n sommets, et d'angles intérieurs à chaquesommet α1, . . . , αn. Alors l'aire de P est donnée par
µ(P ) = (n− 2)π − (α1 + · · ·+ αn).Pour énumérer les éléments de Γ(O), il su�t d'énumérer les éléments de O et de sélection-ner ceux qui sont de norme 1. On peut par exemple utiliser une Z-base de O et énumérer les



3 GÉNÉRALISATION ET PROBLÈMES RELIÉS 9combinaisons linéaires de ces éléments. Une autre idée, plus e�cace en pratique, est d'équi-per O ⊂ M2(R) d'une forme quadratique Q, par exemple le carré de la norme L2 usuelle, etd'e�ectuer une énumération par valeurs de Q croissantes à l'aide d'un algorithme de réductionde réseau, par exemple avec l'algorithme de Fincke et Pohst [FP85].3 Généralisation et problèmes reliés3.1 Quaternions sur un corps de nombresLa généralisation naturelle de l'étude précédente consiste à considérer une algèbre de qua-ternions B sur un corps de nombres F de degré n et d'anneau des entiers ZF . Les structuresentières sur une telle algèbre sont les ordres : un ordre est un ZF -module de type �ni O ⊂ Btel que FO = B qui est également un sous-anneau unitaire. Les algèbres de quaternions sur uncorps de nombres admettent encore une fois une classi�cation simple. Soit v une place de F ,on dit que v est rami�ée (resp. décomposée) si Bv = B⊗F Fv est une algèbre à division (resp.est isomorphe à M2(Fv)), où Fv est la complétion de F en v. On a alors leThéorème 8. Une algèbre de quaternions B sur un corps de nombres F est rami�ée en unnombre �ni, pair de places de F . Pour tout sous-ensemble �ni S des places non complexesde F , de cardinal pair, il existe une unique (à isomorphisme près) algèbre de quaternionssur F rami�ée exactement aux places de S.Introduisons maintenant la partie géométrique. On note FR = F ⊗Q R =
∏

v∈S∞

Fvet BR = B ⊗Q R =
∏

v∈S∞

Bv où S∞ est l'ensemble des places in�nies de F . Si on consi-dère le plongement diagonal ι : B ↪→ BR, alors pour tout ordre O, l'image ι(O) est un réseau.On note encore O×
1 = {w ∈ O | nrd(w) = 1} et B×

R,1 = {w ∈ BR | nrd(w) = 1} où nrd désignele prolongement continu BR → FR de la norme réduite B → F . Remarquons qu'on a l'iso-morphisme B×
R,1

∼= SL2(R)
d × (H×

1 )
r−d × SL2(C)

c, où r est le nombre de places réelles de F , dle nombre de places réelles décomposées et c le nombre de places complexes (et n = r + 2c).On a déjà vu que l'espace sur lequel SL2(R) agit naturellement est H2 ∼= SL2(R)/SO2(R). Legroupe H×
1 est compact. En�n, on introduit le demi-espace de Poincaré H3 = C+ R>0j ⊂ Hmuni de la métrique d induite par l'élément de longueur

d`2 =
dx2 + dy2 + dt2

t2et du volume Vol induit, donné par
dV =

dxdy dt

t3où w ∈ H3, w = x + yi + tj avec x, y, t ∈ R et t > 0. Les géodésiques pour cette métriquesont les demi-cercles et les droites orthogonaux au plan complexe. L'espace H3 est complet,simplement connexe et de courbure constante −1. Le groupe SL2(C) agit surH3 par la formule :
g · w = (aw + b)(cw + d)−1 pour tout w ∈ H3 et g =

(

a b
c d

)

∈ SL2(C).



3 GÉNÉRALISATION ET PROBLÈMES RELIÉS 10Cette action induit un isomorphisme entre PSL2(C) = SL2(C)/{±1} et le groupe des isomé-tries directes de H3, et on a H3 ∼= SL2(C)/SU2(C).Soit G = PSL2(R)
d × PSL2(C)

c qui agit par isométries sur X = (H2)d × (H3)c. Pourtout ordre O on peut dé�nir le groupe Γ(O) ⊂ G comme étant l'image de O×
1 dans G. Legroupe Γ(O) est alors isomorphe à O×

1 /{±1}, et on a leThéorème 9. Le groupe Γ(O) est discret dans G, de covolume �ni dans X. De plus Γ(O) estcocompact si et seulement si B est une algèbre à division.Pour plus de détails sur l'arithmétique des algèbres de quaternions, on pourra se réfé-rer à [Vig80] ; pour une introduction à la géométrie hyperbolique en dimension 3 on pourraconsulter par exemple [Mar07].Il est sans doute possible de déterminer algorithmiquement un domaine fondamental et lastructure du groupe Γ(O), et d'en déduire la structure de O×
1 et O×. Cela n'a pour le momentété mis en ÷uvre que dans des cas particuliers (lorsque toutes les places in�nies sont réellesrami�ées, le groupe est �ni et une méthode simple d'énumération est connue depuis longtemps ;voir sections 3.3.1 et 3.3.2 pour les autres cas traités), et la conception d'un algorithme dansle cas général pose plusieurs problèmes, par exemple sur le calcul dans X : représentation deshyperplans, calcul d'intersections de demi-espaces, calcul du volume d'un polytope. Même dansles cas déjà réalisés, plusieurs problèmes subsistent : peut-on donner une évaluation a prioridu temps de calcul nécessaire (la preuve de terminaison n'est pour le moment pas e�ective) ?Peut-on choisir de manière intelligente le centre du domaine de Dirichlet calculé (en termes decomplexité du polytope calculé, de temps de calcul) ? Peut-on se passer de calculs approchés engardant un algorithme e�cace, ou prédire la précision nécessaire au calcul ? Peut-on améliorerles techniques d'énumération des éléments du groupe ? L'algorithme utilisé en pratique est enfait plus compliqué que celui décrit dans la section 2.3, il exploite l'algorithme de réduction et lastructure de couplage a�n de trouver plus rapidement les éléments dont les cercles isométriquesforment la frontière du domaine de Dirichlet. Évaluer précisément l'apport de cette utilisationà l'algorithme global est également une question ouverte.Par ailleurs, la résolution d'une équation de Pell-Fermat généralisée n'est pas la seulemotivation de cette étude. Nous allons présenter maintenant quelques autres problèmes enrapport avec les groupes Γ(O).3.2 Cohomologie et opérateurs de HeckeSoit O un ordre dans une algèbre de quaternions B sur un corps de nombres, et M un O×

1 -module. On peut alors construire les espaces de cohomologie des groupes Hk(O×
1 ,M). Cesespaces sont très intéressants. Ils sont munis d'opérateurs de Hecke de la manière suivante.Soit Γ ⊂ O×

1 un sous-groupe d'indice �ni [O×
1 : Γ]. On a alors une application de restrictioninduite par l'inclusion res : Hk(O×

1 ,M) → Hk(Γ,M), et dans l'autre sens une applicationde transfert tr : Hk(Γ,M) → Hk(O×
1 ,M) telle que la composée tr ◦ res est la multiplicationpar [O×

1 : Γ] sur Hk(O×
1 ,M). Soit δ ∈ B, alors O×

1 ∩ δO×
1 δ

−1 est d'indice �ni dans O×
1 , et laconjugaison par δ induit un isomorphisme

δ̃ : Hk(O×
1 ∩ δO×

1 δ
−1,M) → Hk(δ−1O×

1 δ ∩O×
1 ,M).



3 GÉNÉRALISATION ET PROBLÈMES RELIÉS 11L'opérateur de Hecke Tδ associé à δ est alors dé�ni par le diagramme commutatif :
Hk(O×

1 ,M)
Tδ−−−−→ Hk(O×

1 ,M)

res





y

x




tr

Hk(O×
1 ∩ δO×

1 δ
−1,M) −−−−→

δ̃
Hk(δ−1O×

1 δ ∩ O×
1 ,M)Ces opérateurs de Hecke ont les propriétés suivantes :� Chaque Tδ est diagonalisable avec des valeurs propres réelles et un polynôme caractéris-tique à coe�cients entiers ;� L'opérateur Tδ ne dépend que de la double classe O×

1 δO×
1 ;� Les opérateurs Tδ commutent lorsque O est maximal.Ces espaces de cohomologies posent de nombreuses questions, par exemple leur rang ou lataille de leur partie de torsion. On pourra trouver ce type d'études par exemple dans [FGT10]ou [BV10]. Ils sont également au c÷ur de nombreuses conjectures :� Conjectures de modularité : d'après la philosophie de Langlands, à certaines représen-tations continues ρ : Gal(Q/Q) → G (où G est un groupe relié à O×

1 en un sens qu'onne précisera pas) on devrait pouvoir associer un O×
1 -module Mρ et une classe de co-homologie x ∈ H∗(O×

1 ,Mρ) propre pour les opérateurs de Hecke, et dont les valeurspropres sont compatibles avec les valeurs propres de ρ(ϕ) pour certains éléments parti-culiers ϕ ∈ Gal(Q/Q) (les � éléments de Frobénius �). On pourra par exemple trouverune formulation précise d'une conjecture de ce type dans [BV10] ;� Construction d'unités dans des corps de classe et de points rationnels sur des courbeselliptiques : des constructions cohomologiques ont été proposées pour généraliser lesconjectures de Stark (pour les unités) et de Darmon (pour les points rationnels). Ainsiil est conjecturé que certaines classes (explicites) dans la cohomologie de groupes par-ticuliers O×
1 sur un corps totalement réel F fournissent dans certains cas le logarithmed'une unité dans un corps de classe de certaines extensions quadratiques de F (voirpar exemple [CD08]), dans d'autres cas un point sur une courbe elliptique sur F , dé�nià nouveau sur un corps de classe d'une certaine extension quadratique de F (voir parexemple [Gre09]).3.3 Cas particuliers3.3.1 Cas fuchsienUn cas intéressant, où un algorithme calculant un domaine fondamental pour Γ(O) aété réalisé par John Voight [Voi09], est le cas où le corps de base est totalement réel etl'algèbre de quaternions est rami�ée à toutes les places réelles sauf une. Dans ce cas, Γ(O) estun groupe fuchsien et les méthodes décrites en section 2.3 s'appliquent presque inchangées.Outre le fait que c'est un cas relativement simple, il présente un grand intérêt puisque les(premiers) espaces de cohomologie décrits à la section 3.2, pour des modules bien choisis, sontisomorphes en tant que Hecke-modules à des espaces de formes modulaires de Hilbert, via unecorrespondance de Jacquet-Langlands. Cet isomorphisme a été exploité par John Voight et



3 GÉNÉRALISATION ET PROBLÈMES RELIÉS 12Matthew Greenberg [GV10] pour calculer des systèmes de valeurs propres de Hecke de formesmodulaires de Hilbert, complétant ainsi le travail de Dembélé et Donnely [DD08].3.3.2 Cas kleinéenLe dernier cas où un algorithme calculant un domaine fondamental pour Γ(O) a été réaliséest celui où le corps de base possède une unique place complexe et l'algèbre de quaternions estrami�ée à toutes les places réelles. Dans ce cas, Γ(O) est un sous-groupe discret de PSL2(C),un groupe kleinéen. Cette réalisation était l'objet de mon mémoire de master [Pag10] sousla direction de John Voight, et nécessitait certaines modi�cations par rapport au cas de ladimension deux. Des algorithmes existaient déjà pour le cas où B est l'algèbre des matrices surun corps quadratique imaginaire M2(Q(
√
−d)), par exemple les méthodes de Swan [Swa71]ou Yasaki [Yas09], et un calcul dans une algèbre à division avait été e�ectué par Corrales,Jespers, Leal, Ángel del Río [CJLdR04].Ce second cas particulier a également un intérêt supplémentaire, plutôt dans la direction dela géométrie cette fois-ci : il permet de calculer des groupes kleinéens, et donc des variétés (ouplus précisément des � orbifolds �) hyperboliques de dimension 3. Or ces variétés ne sont pasaussi bien comprises que celles de dimension 2, il est donc intéressant d'exploiter des calculsexplicites pour les approcher expérimentalement. Pour plus de détails sur l'arithmétique desvariétés hyperboliques de dimension 3 on pourra se référer à [MR03].Donnons un exemple : la conjecture � virtuellement Haken. � Une variété hyperboliquede dimension 3 est Haken si elle est irréductible et si elle contient une surface immergéeincompressible. Nous ne préciserons pas ces termes techniques ici, le fait essentiel est qu'unevariété Haken peut être décomposée le long de sa surface immergée pour donner des variétésHaken plus simples, ce qui permet des arguments de récurrence pour ces variétés. Cependant,on peut observer qu'elles sont rares parmi toutes les variétés, mais une variété non Haken Mpeut avoir un revêtement �ni qui soit Haken, permettant d'obtenir de l'information surM . Unevariété est virtuellement Haken si elle admet un revêtement �ni qui est Haken. La conjecture �virtuellement Haken � a�rme que toute variété irréductible de groupe fondamental in�ni estvirtuellement Haken. Cette conjecture peut être testée algorithmiquement pour une variétédont on dispose du groupe fondamental, ce qui est le cas pour les variétés (dites arithmétiques)construites comme précédemment à partir d'algèbres de quaternions : en e�et, pour que M =

Γ\H3 soit Haken, il su�t que H1(M,Z) = H1(Γ,Z) soit de rang non nul. Pour plus de détailssur cette conjecture et sa véri�cation expérimentale, on pourra consulter [DT03].
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