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1 IntrodutionLe but de et expoé est d'aborder la notion de points de Heegner. Pour ela je ompteommener par exposer la théorie des formes modulaires (opérateurs de Heke, d'Atkin-Lehner, fontions L...) dans le but de omprendre le théorème de modularité des ourbeselliptiques. La deuxième partie onsistera en un bref survol de e que je sais des points deHeegner.Vu l'urgene dans laquelle je tappe es notes, je me dispense de taper les preuves arelles n'auront pas le temps d'être exposées au tableau... mais j'essayerai un jour de renvoyerà la bibliographie. Je m'exuse aussi par avane pour l'aspet brouillon de e qui suit...2 Formes modulairesPour ette setion je renvoie à [6℄,[9℄[11℄ et [2℄ pour un introdution [3℄, [7℄ pour deshoses plus omplètes.2.1 MotivationCommençons par une dé�nition :Dé�nition 2.1. Un aratère de Dirihlet est un morphisme χ : (Z/NZ)× −→ C où
N > 2. On l'étend en une appliation : Z −→ C par n 7→ χ(n) si n et N sont premiersentre eux, 0 sinon.On onnaît deux théorèmes lassiques : le théorème des nombres premiers et le théorèmede Dirihlet. Chaun utilise des fontions trés prohes de e que l'on renontre dans lathéorie des formes modulaires... Rappellons d'abord tout ça :Théorème 2.2 (TNP).

π(x) =
∑

p6x

1 ∼ x

ln xLa démonstration utilise le fait que la fontion ζ de Riemann ζ(s) =
∑ 1

ns admet undéveloppement en produit eulerien ∏ 1
1− 1

ps
, une équation fontionnelle, un prolongement...Théorème 2.3 (Dirihlet). Si a et b sont premiers entre eux, il existe une in�nité denombres premiers p ave p ≡ a mod b.Ii la preuve utilise les fontions L de Dirihlet L(s, χ) =

∑
n>1

χ(n)
ns où χ est un ara-tère de Dirihlet modulo b. Cette fontion aussi (dont ζ est un as partiulier) admet undéveloppement en produit eulerien ∏ 1

1−χ(p)
ps

, a un prolongement et... et on utilise le faitque L(χ, 1) 6= 0 si χ 6= 1.Entre autres on utilise tout le temps le fait que es fontions on un produit eulerien dela forme ∏ 1
aT+b . C'est quelque hose de dimension 1...La théorie des formes modulaires aliée à elle des opérateurs de Heke va étudier lesfontions qui ont un développement en produit eulérien de �dimension 2� : ∏ 1

aT 2+bT+c
.Comment traduire �dimension 2� ? en remarquant que C× = GL1(C)... on va donutiliser quelque part GL2 (voir GLn dans le as des formes automorphes).3



2.2 Dé�nitionsOn notera GL2(R)+ l'ensembles des matries arrées réelles d'ordre 2, de déterminant
> 0, et H le demi-plan de Poinaré : H = {z ∈ C Im z > 0}.Proposition 2.4. La fontion GL2(R)+ −→ Aut(H) (Aut(H) est l'ensemble des fontionsbiholomorphes de H) :

A =

(
a b
c d

)
7→

(
z 7→ Az =

az + b

cz + d

)est un morphisme surjetif de groupes de noyau R∗I2.Corollaire 2.5.
H ≃ GL2(R)+/R∗ ≃ SL2(R)/{±1}Dé�nition 2.6. On notera

ρ(a) =
(det A)1/2

cz + d. Les formes modulaires sont des fontions qui admettent une ertaine équation fon-tionnelle, qui traduit un invariane par un sous-groupe de SL2(Z). En vue d'appliationsà la théorie des ourbes elliptiques, je peux me restreindre à ertains sous-groupes Γ0 et
Γ1 dé�nis omme suit :Dé�nition 2.7. Soit N > 1, on pose :

Γ1(N) =

{(
a b
c d

)
∈ SL2(Z) ≡

(
1 ∗
0 1

) mod N

}

Γ0(N) =

{(
a b
c d

)
∈ SL2(Z) ≡

(
∗ ∗
0 ∗

) mod N

}et on a les inlusions suivantes :
Γ1(N) ⊂ Γ0(N) ⊂ SL2(Z) ։ SL2 (Z/NZ)Remarque 2.8. Le morphisme Γ0(N) ։ (Z/NZ)× dé�ni par

(
a b
c d

)
7→ aest surjetif de noyau Γ1(N).Utilisons un peu ette remarque : si ε est un aratère de Dirihlet modulo N , on vaétendre ε à Γ0(N) en posant : ∀A =

(
a b
c d

)
∈ Γ0(N) ε(A) = ε(a).Peut être qu'il faut hanger ε en ε−1 pour que a marhe ave Heke.Soit k > 2. On va dé�nir une ation à droite de GL2(R)+ sur l'ensemble des fontionsholomorphes de H dans C :

f |kA : z 7→ ρ(A)kf(Az) =
(ad − bc)k/2

(cz + d)k
f

(
az + b

cz + d

)Remarquons que f |k
(

−1 0
0 −1

)
= (−1)kf .On en vient à la dé�nition des formes modulaires (elle qu j'utiliserai) :4



Dé�nition 2.9. Soit N > 1 et ε un aratère de Dirihlet modulo N . Si k > 2, une formemodulaire parabolique de poids k de aratère ε pour Γ0(N) est une fontion f : H −→ Cqui véri�e les trois propriétés suivantes :1. f est holomorphe sur H2. Equation fontionnelle : ∀A ∈ Γ0(N) f |kA = ε(A)f3. Paraboliité : z 7→ f(z)(Im z)k/2 est bornée sur H.Remarquons que néessairement, ε(−1) = (−1)k.Notation : On notera C(N, ε, k) l'ensemble de es formes modulaires. (C pour uspidal).Exemple :1. Les séries d'Eisenstein dé�nies pour k > 2par Gk(z) =
∑

(c,d)∈Z2\{(0,0)}
1

(cz+d)k sontdes formes modulaires de poids k (non paraboliques).2. La fontion ∆(z) = (60G4(z)3−27(140G6(z))2 est une forme parabolique de poids 12(les oe�ients sont pris pour annuler le premier terme du développement en sériesde Fourier).3. Un exemple générique est donné par les séries de Poinaré, qui engendrent l'ensembledes formes modulaires, paraboliques ou non. Si h est une fontion sur H, f(z) =
∑

γ∈Γ/{±I}
e

2iπnγ(z)
h

(cz+d)2k où γ =

(
a b
c d

).Remarque 2.10. Un dé�nition peut-être plus lassique est la suivante :Dé�nition 2.11. On appelle forme modulaire de poids k pour SL2(Z) une fontion holo-morphe sur H à valeurs dans C qui véri�e :1. ∀A =

(
a b
c d

)
∈ SL2(Z) f(Az) = (cz + d)kf(z) (En partiulier, (

1 1
0 1

)
∈

SL2(Z) don f(z + 1) = f(z) et f a un développement en série de Fourier f(z) =∑
Z anqn où q = e2iπz .)2. f est holomorphe à l'in�ni, i.e. an = 0 dès que n < 0.Si de plus a0 = 0 on dit que f est parabolique.Mais il se trouve que la dé�nition que j'ai donnée est plus pratique pour omprendre lauspidalité en lien ave les représentations automorphes. La ondition de paraboliité éviteun dé�nition plus ompliquée du type :Dé�nition 2.12. si Γ est un sous-groupe d'indie �ni de SL2(Z), on dit qu'une fontion

f : H −→ C est une forme modulaire de poids k pour Γ si elle est holomorphe, véri�e
∀A =

(
a b
c d

)
∈ Γ f(Az) = (cz + d)kf(z) et une "ondition aux pointes" : pour tout

γ =

(
a b
c d

)
∈ SL2(Z), il existe un entier h tel que la fontion z 7→ (cz + d)−kf

(
az+b
cz+d

)s'érive sous la forme ∑∞
n=0 aγ

nqn/h ave q = e2iπz (q-développement). On dit que γ−1∞ =
−d

c est une pointe et la série i-dessus ne dépend que de −d
c et ette série est appelée sériede Fourier de f en −d

c .La forme f est dite parabolique si aγ
0 = 0 pour tout γ. On note parfois Sk(Γ) l'espaedes formes paraboliques pour Γ, de poids k. 5



Le lien entre la dé�nition adoptée et elle de la remarque est préisé par la propositionsuivante, qui est onséquene de aluls de oe�ients de Fourier :Proposition 2.13. Si f ∈ C(N, k, ε) il existe une unique suite (an)n>1 ∈ CN× telle aue
f(z) =

∑
n>1 ane2iπz où la série onverge absolument et uniformément sur tous ompats.Il existe c > 0 tel que |an| 6 cnk/2.Tout ei permet de dé�nir la fontion suivante, dont l'importane n'est plus à prouver :Dé�nition 2.14. On dé�ni la fontion L assoiée à f par :

L(f, s) : s ∈ C 7→
∑

n>1

an

nsCette série onverge absolument et uniformément sur tout ompat de {s ∈ C, Re s >
k
2 + 1}.La onvergene étant une onséquene de la onjeture de Ramanujan-Peterson (etteonjeture est maintenant un théorème de Deligne� plus exatement un orollaire desonjetures de Weil, mais le as k = 2 était onnu d'Eihler).Théorème 2.15.

|an| 6 Cn
k−1
2On en vient au as de Γ1(N) ('est la même dé�nition, si on remarque que pour Γ1(N)il ne peut pas y avoir de aratère entral).Dé�nition 2.16. Soit N > 1 et k > 2. Une forme modulaire parabolique de poids k pour

Γ1(N) est une fontion f : H −→ C qui véri�e les trois propriétés suivantes :1. f est holomorphe sur H2. Equation fontionnelle : ∀A ∈ Γ1(N) f |kA = f3. Paraboliité : z 7→ f(z)(Im z)k/2 est bornée sur H.On notera l'espae de telles formes C(N, k).Un résultat très interessant, et dont on trouvera des appliations dans l'exposé de CéileArmana de l'an dernier est le suivant :Théorème 2.17. Le C-espae vetoriel C(N, k) est de dimension �nie... et on sait alulerles dimensions (elles dépendent du genre de la ourbe assoiée et des points elliptiques).Exemple :1. On peut montrer que C(1, k) est de dimension [
k
12

]
− 1 si k ≡ 2 mod 12 et k > 12,[

k
12

] sinon.2. Si k = 12 il y a don qu'une seule forme modulaire parabolique de poids 12 pour
SL2(Z), normalisée par a1 = 1. C'est la forme ∆ déjà mentionnée. Pro�tons-en pourmentionner quelques résultats :� ∆ =

∑
n>1 τ(n)qn où τ est la fontion de Ramanujan : ∆ = q−24q2+252q3−1472q4+

4830q5 −6048q6 −16744q7 . . . . On peut montrer que ∆(z) = (2π)12q
∏

n>1(1− qn)24.� τ(mn) = τ(n)τ(m) si n et m sont premiers entre eux� τ(pn+1) = τ(p)τ(pn) − p11τ(pn−1) si p est premier et n > 1.6



� L(∆, s) =
∑

n>1
τ(n)
ns a un développement en produit eulérien onvergeant pourRe s > 7 : L(∆, s) =

∏
p

1
1−τ(p)p−s+p11−2s .� Heke a montré que L(∆, s) se prolonge en un fontion entière véri�ant une équa-tion fontionnelle �au fateur arhimédien près� : Si Λ(∆, s) = (2π)−sΓ(s)L(∆, s)(où Γ(s) =

∫ ∞
0 e−tts−1dt est la fontion d'Euler usuelle... dont les propriétés sontonnues...), alors :

Λ(∆, s) = Λ(∆, 12 − s)Ces résultats sont assez révélateurs de e que l'on souhaite pour les formes modulaires.2.3 Equation fontionnellePourquoi faire intervenir les formes ave aratère entral ? entre autres pour la propo-sition suivante :Proposition 2.18.
C(N, k) =

⊕

ε:(Z/NZ)×→C×

C(N, k, ε)qui va permettre de prouver l'existene d'une équation fontionnelle pour les fontions
L(f, s).Soit f ∈ C(N, k, ε), on pose :

Λ(f, s) =

(
2π√
N

)−s

Γ(s)L(f, s)ette expression étant inspirée de la fontion ∆. Un hangement de variables permet devoir que a−1Γ(s) =
∫ ∞
0 e−atts−1dt (Re s > 0). Comme f =

∑
n>1 ane2iπmz et L(f, s) =∑

n>1
an

ns (Re s > k
2 + 1), on a :

Λ(f, s) =

∫ ∞

0
f

(
it√
N

)
ts−1dtOn a le lemme suivant, qui montre l'intérêt de la proposition 2.18 :Lemme 2.19. Soit WN =

(
0 −1
N 0

).Alors l'appliation : f 7→ f |kWN est un isomorphisme
C(N, k, ε)

∼−→ C(N, k, ε−1)Remarque 2.20. L'opération WN intervient dans la dé�nition des points de Heegner...Une fois que l'on a mis Λ(f, s) sous forme intégrale, on peut faire un raisonnementanalogue à elui qui montre le prolongement de ζ : on déoupe l'intégrale en 1, la partie∫ 1
0 peut se tranformer en ∫ ∞

1 par l'ation de WN . On obtient alors :Théorème 2.21. La fontion Λ(f, s), a priori dé�nie pour Re s > k
2 + 1 se prolonge enune fontion entière qui véri�e l'équation fontionnelle :

Λ(f, s) = ikΛ(f |kWN , k − s)Remarque 2.22. Si k ≡ 0 mod 2, le fateur est ±1 on parle du signe de la fontion L pourle signe de son équation fontionnelle. C'est le as pour l'espae des formes modulaires
C(N, 2, 1) en lien ave les ourbes elliptiques.7



On peut ré-érire la partie L(f, s) omme suit :Corollaire 2.23. L(f, s) se prolonge en une fontion entière, s'exprime omme :
L(f, s) =

(2π)s

Γ(s)

∫ ∞

0
f(it)ts−1dtet véri�e l'équation :

(
2π√
N

)s

Γ(s)L(f, s) = ik
(

2π√
N

)s−k

Γ(s − k)L(f, s − k)2.4 Opérateurs de HekeLes opérateurs de Heke (et la théorie d'Atkin-Lehner qui va suivre) permettent derépondre au problème des produits euleriens.Dé�nition 2.24. Soit f ∈ C(N, k, ε) et p un nombre premier. On pose :
f |kTp = p

k
2
−1

[
p−1∑

u=0

f |k
(

1 u
0 p

)
+ ε(p)f |k

(
p 0
0 1

)]Remarque 2.25. Tout d'abord ε(p) = 0 si p|N .D'autre part, les matries qui interviennent dans la dé�nition i-dessus forment unsystème de représentants des doubles lasses : Γ0(N)\Γ0(N)

(
p 0
0 1

)
Γ0(N). (il y a ptelles matries si p|N et p + 1 sinon). En passant, on peut voir que Γ0(N) est d'indie

N
∏

p|N

(
1 + 1

p

) dans SL2(Z).Les proposition suivante a�rme que l'on a bien des opérateurs :Proposition 2.26. On a f |kT (p) ∈ C(N, k, ε).Un alul utilisant une réindexation et le fait que ∑p−1
u=0 e

2iπn u
p est 0 si p ∤ n et p sinonfournit :Proposition 2.27. On a f |kT (p) =

∑
n>1 anpe

2iπnz+ε(p)pk−1
∑

n>1 ane2iπnpz. Autrementdit les oe�ients de Fourier de f |kT (p) sont anp + ε(p)pk−1an
p
ave an

p
= 0 si p ∤ n.Corollaire 2.28. Les opérateurs de Heke ommutent.Si f ∈ C(N, k, ε) est propre pour T (p) (i.e. f |kT (p) = λ(p)f) on a si n = mpr ave

p ∤ m an = amλ(pr) La réiproque est vrai.Corollaire 2.29. f ∈ C(N, k, ε) est propre pour tous les opérateurs de Heke ssi an =
a1

∏
p λ(pr) où n =

∏
p pr. En partiulier f = 0 ssi a1 = 0. Cei est véri�é en partiuliersi C(N, k, ε) est de dimension 1.Souvent on normalise f 6= 0 par a1 = 1 on a alors ap = λ(p) et apr+1 = apapr −

ε(p)pk−1apr−1 , amn = aman si m et n sont premiers entre eux... à rapproher des propriétésde la fontion τ déjà mentionnées.Proposition 2.30. Soit f ∈ C(N, k, ε) propre pour tous les T (p), p premier et normaliséepar a1 = 1 (don ap = λ(p)). Alors pour tout Re z > k
2 + 1

L(f, s) =
∏

p

1

1 − app−s + ε(p)pk−1−2s8



Introduisons maintenant une struture hermitienne sur C(N, k, ε) en vu d'utiliser unthéorème spetral :Dé�nition 2.31. Soit dv(z) = dxdy
y2 . C'est une mesure sur H qui est SL2(Z)-invarainte.En partiulier Γ0(N)\H est de mesure �nie et si f, g ∈ C(N, k, ε),

< f, g >=
1

v (Γ0(N)\H)

∫

Γ0(N)\H
f(z)g(z)(Im z)kdv(z)dé�nit un produit salaire hermitien : le produit de Peterson.Proposition 2.32. L'adjoint de T (p) pour le produit de Peterson est, si p ∤ N , ε(p)T (p).Corollaire 2.33. Il existe une base de C(N, k, ε) propre pour tous les T (p), p ∤ N .Remarque 2.34. Si N = 1 on a don une base pour SL2(Z) propre pour tous les opérateursde Heke.... Ce qui est faux en général et l'étude de e problème est la théorie d'Atkin-Lehner : obtenir des formes propres pour tous les opérateurs de Heke, don dont la fontion

L admet un produit eulerien.Je vais onlure ette setion ave la ompatibilité entre les T (p) et WN :Proposition 2.35. Si p|N on a λ(p) = ε(p)λ(p).On a W 2
N = −NI2 et < f |kWN , g >= (−1)k < f, g|kWN >Le diagramme suivant ommute :

C(N, k, ε)

T (p)
��

|kWN
// C(N, k, ε)

T (p)ε(p)
��

C(N, k, ε)
|kWN

// C(N, k, ε)Remarquons que ε ∈ U don ε = ε−1.2.5 La théorie d'Atkin-Lehner : les formes nouvellesMotivation : Reprennons un instant la théorie des aratères de Dirihlet : un aratèrede Dirihlet modulo N est non primitif s'il se fatorise par un aratère modulo M |N :autrement dit si on a la situation suivante :
(Z/NZ)× ։ (Z/MZ)× → CDans le as ontraire le aratère est dit primitif.Proposition 2.36. Tout aratère de Dirihlet ε est issu d'un unique aratère primitif par�in�ation�. Le niveau de e onduteur primitif est un diviseur du niveau de ε et s'appellele onduteur de ε.On a interêt à traiter ave les aratères primitifs ar une fois étendus à Z, ils ont moinsde zéros (les zéros sont obtenus pour les diviseurs du niveau).D'une manière analogue on va herher à voir si une forme modulaire admet un �ondu-teur� ave des propriétés prohes de elles d'un aratère de Dirihlet. Ce qui va permettred'obtenir une base anonique de C(N, k, ε). 9



Dé�nition 2.37. Soit ε un aratère de Dirihlet et N un multiple de son onduteur.Soit δa =

(
a 0
0 1

) où a > 0. On a f |kδa(z) = ak/2f(az).Proposition 2.38. Soit N ′ un multiple du onduteur de ε et M ave N ′M |N . On a
Γ0(N) ⊂ Γ0(N

′) et C(N ′, k, ε) ⊂ C(N, k, ε). Alors l'apppliation |kδM : C(N ′, k, ε) →
C(N, k, ε) :

f 7→ f |kδMest bien dé�nie.Exemple : Si f ∈ C(1, k, 1), on a z 7→ f(z) et z 7→ f(pz) dans C(p, k, 1).Dé�nition 2.39. L'espae des formes aniennes est l'espae engendré par les formes dutype f |kδM où N ′ 6= N . L'espae des formes nouvelles est l'orthogonal pour le produit dePeterson.Dans le as où ε est primitif ('est-à-dire onduteur=niveau=N), toutes les formessont nouvellesRemarque 2.40. Je dirai que f est primitive si elle est nouvelle, propre pour tous lesopérateurs de Heke T (p) et normalisée (a1 = 1). L'ensemble des formes primitives n'estpas un ev...Proposition 2.41. Le diagramme suivant ommute si p et N sont premiers entre eux.
C(N ′, k, ε)

T (p)
��

|kδM
// C(N, k, ε)

T (p)ε(p)

��

C(N ′, k, ε)
|kδM

// C(N, k, ε)Corollaire 2.42. L'espae des formes aniennes est stable par T (p) pour p ∤ N de mêmeque l'espae nouveau. Ces deux espaes admettent une base propre pour les T (p) où p ∤ N .Un théorème très important en lien ave la théorie des représentations automorphes :Théorème 2.43. Supposons que f, g ∈ C(N, k, ε) sont propres pour les T (p) et de mêmesvaleurs propres, pour tous les premiers p /∈ S où S est un ensemble �ni, alors si f estnouvelle, il existe c ∈ C tel que g = cf . i.e. les espaes propres sont de dimension 1.Le orollaire suivant vient de la diagonalisation simultanée :Corollaire 2.44. Si f est nouvelle et propre pour les T (p) sauf un nombre �ni, elle estpropre pour tous les T (p). L'ensemble des formes primitives est une base des formes nou-velles.Exemple : Pour SL2(Z) tout est nouveau... mais pour Γ0(p) ? une base de C(p, k, 1) estonstituée des formes primitives de C(p, k, 1) et des f |kδp où f est primitive de C(1, k, 1).Le théorème suivant est une amélioration de 2.43.Théorème 2.45. Si f, g sont primitives de mêmes valeurs propres pour tous les T (p) saufun nombre �ni alors f = gOn en déduit une base anonique de C(N, k, ε) :10



Corollaire 2.46. Une base anonique de C(N, k, ε) est donnée par les formes primitivesde niveau N ′|N de aratère ε de poids k et par leurs images sous dilatation (les f |kδM )où MN ′|N .On a pour �nir le vrai théorème de multipliité 1 :Théorème 2.47. Si f ∈ C(N, k, ε) et g ∈ C(N ′, k′, ε′) sont primitives. Si leurs valeurspropres sous T (p) sont les mêmes sauf pour p dans un ensemble de densité 0, alors f = g.Remarque 2.48. L'opération |kWN respete l'espae anien et l'espae nouveau.On retiendra entre autre qu'en utilisant les formes normalisées, l'espae C(N, 2, 1) ad-met une base de formes modulaires dont les oe�ients de Fourier sont entiers (utiliser lesrelations liant les oe�ients).3 Rappels sur les ourbes elliptiquesOn se référera à [2℄ et [10℄.Les ourbes elliptiques sont des objets qui apparaissent naturellement en géométriearithmétique :Dé�nition 3.1. Une ourbe elliptique E sur un orps F est un groupe algébrique ompletde dimension 1. On note E(F ) l'ensemble de ses points rationnels.Si F est de aratéristique di�érente de 2 et 3, on peut dérire une ourbe elliptique parson équation a�ne y2 = x3+ax+b où a, b ∈ F et ∆ = −24(4a3 +27b2) 6= 0 On peut dé�nirà partir de E/F un invariant, appelé invariant j, qui lassi�e les lasses d'isomorphie deourbes elliptiques sur F̄ . Il est donné par la formule j = −21233a3

∆ . On peut aussi assoierune forme di�érentielle, la di�érentielle de Néron ωE.3.1 Di�érents types de rédutionSi F est un orps p-adique, on peut faire un hangement de variables dans l'équationpour que les oe�ients soit dans l'anneau des entiers OF de F , et tel que le disriminant
∆min de ette équation soit de valuation minimale dans OF . Soit π une uniformisantede OF . On peut lassi�er le omportement de la ourbe obtenue par rédution modulo π,ourbe dé�nie sur k = OF /(π). En partiulier, si ∆min ∈ O×

F , on obtient enore une ourbeelliptique, et on dit que E/F est à bonne rédution. Si ∆min n'est pas une unité, mais sila ourbe réduite présente un point double omme seule singularité, on dit qu'elle est àrédution multipliative (déployée si les tangentes sont dé�nies sur k, non déployée sinon).Si on a une pointe, on dit que la rédution est additive.Dans le as arithmétiquement intéressant, elui des orps de nombres, on peut utiliserune omplétion p-adique pour parler de rédution modulo p.3.2 Selmer et Tate-ShafarevihParmi les théorèmes fondamentaux pour les ourbes elliptiques sur les orps de nombres,on se doit de iter elui qui dé�nit le rang de la ourbe :Théorème 3.2 (Mordell-Weil). Si F est un orps de nombres, E(F ) est un groupe abéliende type �ni. Il est don isomorphe à Zr ⊕ E(F )tors et on appelle r le rang de la ourbe.11



La démonstration de e théorème se fait en deux étapes, dont l'une est le théorème deMordell-Weil faible, qui a�rme que pour tout n > 1, E(F )/nE(F ) est �ni. L'appliationmultipliation par n est surjetive sur E(F̄ ) (loture algébrique). Notons En = En(F̄ ) lenoyau de ette appliation. On a la suite exate :
{0} // En

// E(F̄ )
n

// E(F̄ ) // {0}Si on note H i(F,M) = H i(Gal(F̄ /F ),M) les groupes de ohomologie galoisienne, onobtient la suite exate longue (les H0 sont invariants) :
{0} // En(F ) // E(F )

n
// E(F )

δ
// H1(F,En) // H1(F,E)

n
// H1(F,E)qui fournit la suite exate de desente :

{0} // E(F )/nE(F )
δ

// H1(F,En) // H1(F,E)n // {0}On voit don que E(F )/nE(F ) se plonge dans H1(F,En), qui n'est malheureusementjamais �ni si F est un orps de nombres. L'idée est don alors de regarder les informationsloales : soit v une plae de F . On note Fv la ompletion de F en v, et omme F̄v ontient
F̄ , on a GFv ⊂ GF . On a don une suite exate de desente loale, qui fournit le diagrammeommutatif suivant :

{0} // E(F )/nE(F )

��

δ
// H1(F,En) //

resv

��

∂v

''O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

H1(F,E)n //

resv

��

{0}

{0} // E(Fv)/nE(Fv)
δ

// H1(Fv , En) // H1(Fv , E)n // {0}Dé�nition 3.3. Si F est un orps de nombres, le nième groupe de Selmer de F Seln(E/F )est l'ensemble des lasses c ∈ H1(F,En) qui véri�ent ∂v(c) = 0 pour toutes les plaes vde F . Le groupe de Tate-Shafarevih X(E/F ) est l'ensemble des lasses c ∈ H1(F,E) quivéri�ent resv(c) = 0 pour toutes les plaes v de F .On obtient alors la suite exate :
{0} // E(F )/nE(F )

δ
// Seln(E/F ) // X(E/F )n // {0}Et le théorème de Mordell-Weil faible est alors une onséquene de la �nitude du groupede Slemer Seln(E/F ). Don l'étude de E(F )/nE(F ) se ramène à l'étude de Seln(E/F ) etde X(E/F )n. Comment quanti�er l'approximation de E(F )/nE(F ) par Seln(E/F ) ? ona la onjeture suivante :Conjeture 3.4. Le groupe X(E/F ) est �niOn onjeture même plus préisément que E(F )/nE(F ) est égal à Seln(E/F ) pourpresque tous les entiers n.3.3 Fontions L et onjeture BSDSoit E une ourbe elliptique sur Q (on prend Q ii par simpliité). On dé�nit desnombres ap, pour tout nombre premier p, de la manière suivante :� ap = p + 1 − E(Fp) si E est de bonne rédution en p.12



� ap = 1 si E est à rédution multipliative déployée en p.� ap = −1 si E est à rédution multipliative non déployée en p.� ap = 0 si E est à rédution additive en p.On dé�nit aussi un entier N , le onduteur arithmétique de E, qui véri�e vp(N) = 0ssi E est à bonne rédution en p, vp(E) = 1 ssi E est à rédution multipliative en p, eten�n vp(E) = 2 si E est à rédution additive et p > 3. Dans le as d'une rédution additivepour p = 2 ou 3, on prend des valuations plus grandes qui sont données par l'algorithmede Tate.Dé�nition 3.5. La fontion L de E est dé�nie par un produit Eulerien : L(E, s) =∏
p∤N(1 − app

−s + p1−2s)−1
∏

p|N(1 − app
−s)−1, qui dé�nit formellement les nombres anpour tout n par la série de Dirihlet : L(E, s) =

∑ an

ns . Le produit Eulerien onverge pour
Re(s) > 3

2On peut montrer (Wiles) que la fontion L se prolonge analytiquement en une fontionentière, qui véri�e une ertaine équation fontionnelle.Si Np est le nombre de points non-singuliers de E(Fp), on a formellement en s = 1
L(E, 1) =

∏
p

p
Np

, e qui mène à formuler la onjeture suivante :Conjeture 3.6 (Birh et Swinnerton-Dyer). On a lims→1
L(E,s)
(s−1)r = C où r est le rang de

E(Q) et C une onstante entièrement déterminée, qui dépend en partiulier du ardinal de
X(E/Q) et du régulateur de E, pour eux qui onnaissent.On a le résultat suivant, qui est le seul as onnu de BSD :Théorème 3.7 (Gross-Zagier, Kolyvagin). Soit E/Q une ourbe elliptique. Si L(E, 1) 6= 0,alors r = 0. Si L(E, 1) = 0 et L′(E, 1) 6= 0, alors r = 1. Dans les deux as X(E/Q) est�ni.Ce théorème utilise la notion de points de Heegner, qui est la notion que j'aimeraisaborder dans et exposé.3.4 Courbes elliptiques sur CLe but de ette sous-setion est juste de rappeler que toute ourbe elliptique sur C estun tore omplexe : ses points omplexes s'identi�ent au quotient de C par un réseau :

C/Λ
∼−→ E(C).Cette appliation appelée uniformisation de Weierstrass est onstruite expliitement àl'aide de la fontion ℘ de Weierstrass du réseau. On a

∀z ∈ C\Λ ℘(z) =
1

z2
+

∑

ω∈Λ

(
1

(z − ω)2
− 1

ω2

)L'appliation C/Λ
∼−→ E(C) annonée est donnée par z 7→ (℘(z), ℘′(z)).Entre autres, le développement en série de Laurent de la fontion ℘ fait intervenir lesséries d'Eisenstein.Deux ourbes elliptiques C/Λ et C/Λ′ sont isomorphes ssi il existe m ∈ C ave Λ = mΛ′.Un résultat (pseudo)-lassique sur SL2(Z) est que les lasses d'équivalenes de pointsde H modulo SL2(Z) sont en bijetion ave les lasses d'homothéties réseaux de C. On en13



déduit don que H/SL2(Z) lassi�e les lasses d'isomorphismes de ourbes elliptiques sur
C. En partiulier, pour toute ourbe elliptique sur C il existe τ ∈ H tel que E ≃ Eτ , où
Eτ (C) = C/Λτ ave Λτ = τZ ⊕ Z.4 Lien ave les formes modulairesCet aspet est partiulièrement bien traité dans [3℄.On voit apparaître un lien entre les ourbes elliptiques et les formes modulaires si l'onremarque que les nombres Np de la setion préédente sont liés entre eux par une relationde modularité. Le aratère modulaire des ourbes elliptiques est le seul moyen des infor-mations intéressantes sur leurs fontions L...Le lien entre les ourbes elliptiques et les formes modulaires se fait en utilisant lesformes modulaires de poids 2, pour Γ0(N) et de aratère entral trivial. On utilisera donexlusivement dans ette setion et les suivantes l'espae

S2(N) = C(N, 2, 1)4.1 Aspet géométriqueL'ation de Γ0(N) sur H est propre et disrete. On peut montrer que H/Γ0(N) hériteainsi d'une struture de surfae de Riemann. On peut la ompati�er en ajoutant un nombre�ni de pointes qui orrespondent aux orbites sour Γ0(N) des points de P1(Q) (il faut bienentendu adapter la topologie et...). Si on note H∗ = H∪P1(Q), H∗/Γ0(N) est une surfaede Riemann ompate, points omplexes d'une ourbe algébrique que l'on note X0(N).Géométriquement, une forme modulaire f pour SL2(Z) laisse �xe la métrique hyper-bolique sur H ds2 = (dx2 + dy2)/y2. En fait, à f ∈ S2(N), on peut assoier ωf = 2iπ(z)dzqui est une forme di�érentielle holomorphe sur X0(N)(C).Le théorème de Riemann-Roh, assoié à l'identi�ation de S2(N) ave Ω1(X0(N)(C)),permet de montrer que S2(N) est de dimension le genre de X0(N).Je �nis par deux notations qui serviront plus tard :
Y0(N)(C) = Γ0(N)\H et Y1(N)(C) = Γ1(N)\H.4.2 Modularité des ourbes elliptiquesLe lien entre ourbes elliptiques et formes modulaires se fait par leurs fontions L, quivéri�ent (au moins onjeturellement) les même propriétés. On a le théorème suivant :Théorème 4.1 (Eihler-Shimura). Si f est une forme normalisée, propre pour les opé-rateurs de Heke, dont les oe�ients de Fourier sont entiers. Alors il existe une ourbeelliptique sur Q telle que L(Ef , s) = L(f, s).En fait la onstrution d'Eihler-Shimura fournit une projetion de la jaobienne J0(N)de X0(N) sur la ourbe Ef . Si on envoit X0(N) dans sa jaobienne en assoiant à P ∈

X0(N) la lasse du diviseur de degré 0 (P ) − (i∞), on obtient une uniformisation ΦN :
X0(N) −→ Ef , appelée paramétrisation modulaire. Le pullbak de la forme de Néron ωE,
Φ∗

N (ωE) est proportionnelle à ωf = 2iπf(z)dz. La onstante de proportionnalité c ∈ Q×est la onstante de Manin de f . (on onjeture que c = 1, 'est montré si N est sans14



fateurs arré). Pour les aluls expliites, on onsidère que ΦN : H/Γ0(N) −→ Ef (C).Mais une ourbe elliptique sur C est quotient de C par un réseau (dit de Néron) ΛE . soit
Φw : C/ΛE −→ E(C) l'uniformisation de Weierstrass (ave les fontions ℘). Si c est laonstante de Manin, on a :Proposition 4.2. On a ΦN(τ) = Φw(zτ ) où zτ = c

∫ τ
i∞ 2iπf(z)dz = c

∑∞
n=1

an

n e2iπτn.Le résultat de la onjeture de Shimura-Taniyama-Weil est le théorème de Wiles sui-vant :Théorème 4.3. Si E est une ourbe elliptique sur Q de onduteur N , il existe uneforme nouvelle f ∈ S2(N) telle que L(E, s) = L(f, s). De plus E est isogène à Ef dela onstrution d'Eihler-Shimura. (Ef est la ourbe de Weil de la lasse d'isogénie).On peut don parler du signe de l'équation fontionnelle de L(E, s), 'est elui de
L(f, s). On le note signe(E, Q). Le signe donne déjà une information sur l'ordre d'annula-tion de L(E, s) en 1 : il est pair si signe(E, Q) = 1, impair sinon.4.3 Problèmes de modulesLes ourbes modulaires répondent à ertains problèmes de modules onernant lesourbes elliptiques (sur C). Comme je l'ai déjà mentionné un exemple est que H/SL2(Z),autrement dit X0(1)(C) lassi�e les lasses d'isomorphismes de ourbes elliptiques sur C.A quoi orrespondent les ourbes X0(N) et X1(N) ? elles lassi�ent les ourbes ellip-tiques munies d'une information sur la torsion :Notons dans ette partie S0(N) l'ensemble des lasses d'équivalene de ourbes ellip-tiques E munies d'un sous groupe ylique C d'ordre N . L'équivalene étant : (E,C) ∼
(E′, C ′) ssi il existe un isomorphisme de E sur E′ qui envoie C sur C ′.

S0(N) = {(E,C), E ourbe elliptique, C sous groupe ylique d'ordre N}/ ∼Notons S1(N) l'ensemble des lasses d'équivalene de ourbes elliptiques E munies d'unpoint Q d'ordre N . L'équivalene étant : (E,Q) ∼ (E′, Q′) ssi il existe un isomorphismede E sur E′ qui envoie Q sur Q′.
S1(N) = {(E,Q), E ourbe elliptique, Q point d'ordre N}/ ∼Théorème 4.4. 1. L' espae de modules pour Γ0(N) est

S0(N) = {[Eτ , <
1

N
+ Λτ >], τ ∈ H}.

[Eτ , < 1
N + Λτ >] = [Eτ ′ , < 1

N + Λτ ′ >] ssi Γ0(N)τ = Γ0(N)τ ′. Il y a don unebijetion
S0(N)

∼−→ Y0(N)qui envoie [Eτ , < 1
N + Λτ >] sur Γ0(N)τ .2. L' espae de modules pour Γ1(N) est

S1(N) = {[Eτ ,
1

N
+ Λτ ], τ ∈ H}

[Eτ , 1
N + Λτ ] = [Eτ ′ , 1

N + Λτ ′ ] ssi Γ1(N)τ = Γ1(N)τ ′. Il y a don une bijetion
S1(N)

∼−→ Y1(N)qui envoie [Eτ , 1
N + Λτ ] sur Γ1(N)τ . 15



Remarque 4.5. Les ourbes modulaires Y (N) pour Γ(N) sont en général assoiées au pro-blème de module : pour l'ensemble des ourbes elliptiques ;unies d'une paire de points
(P,Q) qui engendrent le sous-groupe de torsion E[N ] et dont le pairing de Weil est
eN (P,Q) = e2iπ/N ie S(N) = {[C/Λτ ], (τ/N + Λτ , 1/N + Λτ )}.5 Points de HeegnerOn ira voir [1℄ qui est l'un des premiers artiles, [2℄ pour approhe un peu plus moderne.[11℄ pour la multipliation omplexe.La théorie du orps de lasse, fondamentale en théorie des nombres, admet dans ertainsas une formulation expliite. C'est la théorie de la multipliation omplexe, qui donne uneonstrution expliite de orps de lasse pour les orps quadratiques imaginaires. Si onutilise en plus la paramétrisation modulaire, on obtient des points de la ourbe dé�nis surde tels orps de lasse. Ce sont les points de Heegner, qui sont au entre de la démonstrationdu théorème de Gross-Zagier et Kolyvagin.5.1 Aspet historiqueLe 12ème problème de Hilbert onsiste en la reherhe d'une théorie de orps de lasseexpliite : 'est-à-dire que si on se donne un orps de nombre K, on herhe une fontionqui fournisse toutes les extensions abéliennes de K.On onnaît le théorème de Kroneker-Weber, qui peut se formuler de la manière sui-vante : "toute extension abélienne de Q est dans un orps ylotomique". En fait, un légerhangement de point de vue fournit l'énoné suivant : "La fontion x 7→ eiπx épuise toutesles extensions abéliennes de Q".Le théorème de Kroneker-Weber est don à la fois le résultat de base qui suggéra l'idéede la onjeture à Hilbert, mais aussi un premier as... et il y en a peu. Hilbert proposa lafontion j omme fontion pour le as où K est un orps quadratique imaginaire... et il setrompait (f le livre sur l'histoire du pb, SMF), il faut en e�et ajouter les raines de l'unité,et ertaines valeurs spéiales d'autres fontions, par exemple la fontion ℘ de Weierstrass.C'est la théorie de la multipliation omplexe, qui peut se généraliser au as d'extensionsCM (extensions totalement imaginaires de orps totalement réels.), mais on en sait pasvraiment aller plus loin.Un des plus vieux problèmes de théorie des nombres est la détermination du groupedes points rationnels d'une ourbe elliptique sur Q. On ne sait toujours pas le résoudre engénéral, sauf dans des as partiuliers. En général la théorie ou les aluls a�rment qu'ildoit exister des points rationnels, mais on est inapables d'en onstruire. Le problème desnombres ongruents (un entier B est il l'aire d'un triangle retangle dont les �tés sontrationnels ?) se ramène en quelque sorte a savoir si la ourbe elliptique y2 = x3 − B2x aun point rationnel d'ordre in�ni (e qui est équivalent a trouver un point rationnel (x, y)ave y 6= 0). La onjeture BSD prédit que la ourbe elliptique a un point d'ordre in�ni si
B est ongru à 5,6 ou 7 mod 8. (ie que le rang de la ourbe est impair). Par ontre on nesait pas onstruire de tels points...Pour l'équation de Pell on sait érire des solutions à l'aide des fontions irulaires...Heegner a eu l'idée d'utiliser des fontions modulaires pour onstruire des points rationnelssur des ourbes elliptiques. Cette idée lui a permis de déterminer tous les orps quadratiquesimaginaires de nombre de lasses 1. Birh a étendu les idées de Heegner pour onstruire16



des points rationnels d'ordre in�ni sur ertaines ourbes elliptiques. Les seules méthodesonnues jusqu'alors étant d'érire les oordonnées et de véri�er que ça marhe. Malheureu-sement les points de Heegner ne fournissent pas toujours des points d'ordre in�ni...5.2 Les points de Heegner, d'après BirhDans ette partie je vais introduire les points de Heegner d'une ourbe elliptique viales points de Heegner d'une ourbe modulaire. Je suis de très près l'artile de Birh [1℄.Rappelons les notations :Y0(N) = Γ0(N)\H, X0(N) est sa ompletion. Si z ∈ H∪P1(Q),on garde z pour désigner le point de X0(N). WN était l'involution d'Atkin-Lehner z 7→
−1/Nz sur X0(N), et J0(N) est la jaobienne de X0(N). j(z) est l'invariant modulaireet jN (z) = j(Nz). On peut montrer que les fontions de X0(N) (i.e. les fontions méro-morphes sur H invariantes par Γ0(N)) sont exatement les fontions rationnelles en j et jN(e résultat pourrait être énoné dans la setion sur les ourbes elliptiques sur C). Il existeun polyn�me FN ∈ Z[u, v] qui lie j et jN : FN (j, jN ) = 0. La ourbe Z0(N) d'équation
FN (u, v) = 0 est un modèle pour X0(N). Soit θ : z 7→ (j(z), j(Nz)) l'appliation de X0(N)sur Z0(N).Soit ω ∈ H de degré 2 sur Q. Il existe A,B,C ∈ Z premiers entre eux dans leurensemble, ave B2 < 4AC. Don ∆(ω) = B2 − 4AC, le disriminant de ω est négatif.Dé�nition 5.1. On dit que ω est un point de Heegner de X0(N) si ∆(ω) = ∆(Nω). C'est-à-dire si il orrespond à un ouple de ourbes elliptiques munies d'une isogénie yliqued'ordre N , toutes deux de même multipliation omplexe.Rappelons que l'anneau des endomorphismes d'une ourbe elliptique E = C/Λ sur Cest {α ∈ C, αΛ ⊂ Λ}. En utilisant l'interprétentation de X0(N) en termes d'espaes demodules, on peut dire qu'un point de Heegner orrespond à un ouple de ourbes elliptiques
N -isogènes (E,E′) = (C/Λτ , C/ΛNτ ) de même multipliation omplexe, 'est-à-dire queEnd(E) = End(E′) = O où O est un ordre d'un ertain orps quadratique imaginaire...
Q(ω).Préisons un peu les hoses : si ω est un point de Heegner de X0(N), il véri�e l'équation
NA′ω2 + Bω + C = 0 ave (NA′, B,C) = (A′, B,NC) = 1, alors WN (ω) est le point deHeegner véri�ant NCω̃2 − Bω̃ + A′ = 0, et si l'image de ω dans Z0(N) est (u, v) ellede WN (ω) est (v, u). Une ondition néessaire non su�sante pour qu'il existe un point deHeegner de disriminant ∆ = B2−4AC est que ∆ soit un entier négatif, arré modulo 4N .La théorie du orps de lasse dit que K(ω) = Q(ω, j(ω)) est le ring lass �eld de l'ordre
R(ω) = Z

[
1+

√
∆

2

] de disriminant ∆. Soit H = Gal(K(ω)/Q) et G = Gal(K(ω)/Q(ω)).
G est isomorphe au groupe des lasses d'idéaux de l'anneau R(ω), et H est un groupediédral, extension de G par la onjugaison omplexe. A ω on assoie le réseau Z + ωZ etdon une lasse d'idéaux. Si Z + ω1Z, . . . , Z + ωhZ est un système de représentants deslasses d'idéaux de R(ω), alors j(ω1), . . . , j(ωh) est un ensemble de omplexes onjuguéssous G.On peut voir j omme une fontion des lasses d'idéaux en posant , si αZ + βZ est unréseau ave Im (α/β) > 0 orrespondant à la lasse a, j(a) = j(α/β). Si a1, . . . , ah sontdes représentants des lasses d'idéaux de R(ω), les j(ak) forment un système omplet deonjugués de K(ω)/Q(ω). On peut remarquer que j(a−1) = j(a). Les points de Heegnerde Z0(N) sont les points Σ(n) = {(j(ak), j(nak), k = 1, . . . , h} où n est un idéal de R(ω)17



de norme N . Le nombre de points de Heegner de Z0(N) de disriminant ∆ est νh, où νest le nombre de lasses d'idéaux de R(ω) représentés par des idéaux de norme N . Σ(n)est un système de onjugués sur Q(ω), don Σ(n) = {σθ(ω), σ ∈ G}, si ω est un pointde Heegner. WN envoie Σ(n) sur Σ(n−1) = {(j(nak), j(ak), k = 1, . . . , h} qui est en faitl'ensemble des onjugués omplexes de Σ(n). De même, si ω est un point de Heegner de
X0(N), T (ω) =

∑
σ∈G σθ(ω) est un point de J0(N) �xé par G don est à oordonnées dans

Q(ω), et T (WNω) est le onjugué omplexe de T (ω).Si E est une ourbe elliptique sur Q et ϕ : X0(N) −→ E dé�nie sur Q ave ϕ(i∞) = 0.
WN agit sur E. Nous supposerons que ette ation est non triviale (on dit dans e as que
E est paire... le as impair étant elui où WN agit trivialement). Alors ϕ(i∞) + ϕ(0) =
ϕ(z) + ϕ(WN (z)) et don omme ϕ(i∞) = 0 on a ϕ(WN (z)) = ϕ(0) = ϕ(z). Remarquonsque ϕ(0) est un point de torsion de E.Remarque 5.2. Si E est paire, la onjeture BSD prédit que le rang de E doit être pair etque si ∆ < 0 est un arré modulo 4N le rang du twist E(∆) de E par √

∆ devrait êtreimpair. C'est pourquoi on herhe à onstruire des points rationnels de E(∆). Rappelonsque le twist est une ourbe sur Q qui est équivalente à E sur Q(
√

∆) mais pas sur Q.Si ω est un point de Heegner de X0(N) de disriminant ∆, ϕ(ω) est un point de
E qui est K(ω)-rationnel. Soit P (ω) =

∑
σ∈G σϕ(ω), alors P (ω) est Q(ω)-rationnel et

P (ω) = P (WN (ω)) = hϕ(0)−P (ω). Don e point P (ω) n'est pas réel sauf éventuellementsi hϕ(0) est divisible par 2. Si h est impair et ϕ(0) non divisible par 2, P (ω)−P (ω) est unpoint Q-rationnel de E(∆). On en déduit leThéorème 5.3. Si ϕ(0) n'est pas divisible par 2 sur E et si p est premier ave −p ≡
a2 mod 4N , then E(−p) a un point rationnel non trivial.La preuve utilise le fait que les orps quadratiques imaginaires de nombre de lassesimpair autres que Q(i) et Q(i

√
2) sont eux de disriminant premier.Le point non trivial de E(−p) ne peut pas être d'ordre �ni. don E(−p) est de rangpositif.5.3 La théorie de la multipliation omplexeSoit K ⊂ C un orps quadratique imaginaire. On se �xe une loture algébrique K̄ dans

C. On sait que es orps sont de la forme Q(ωD) où D < 0 est le disriminant de K et
ωD = 1+

√
D

2 si D = 4k + 1, √
D
2 sinon.Dé�nition 5.4. Un ordre de K est un sous anneau O de K, qui engendre K omme

Q-espae vetoriel, et est de type �ni omme Z-module. Tout ordre est inlus dans l'ordremaximal OK = Z[ωD] de K, et est entièrement déterminé par son onduteur c, un entiertel que O = Z ⊕ cωDZ.Soit E = C/Λ une ourbe elliptique sur C. On peut identi�er son anneau d'endomor-phisme ave {α ∈ C , αΛ ⊂ Λ}. On peut montrer que et anneau est soit Z, soit un ordred'un orps quadratique imaginaire.Dé�nition 5.5. On dit que la ourbe elliptique E/C est à multipliation omplexe par O,si son anneau d'endomorphismes est un ordre d'un orps quadratique imaginaire isomorpheà O. 18



Si E est à multipliation omplexe par O, le réseau des périodes de E est un O-moduleprojetif de rang 1, dont la lasse d'isomorphisme ne dépend que de elle de E, et réipro-quement... on a don une bijetion entre l'ensemble des lasses d'isomorphismes de ourbeselliptiques à multipliation omplexe par O et l'ensemble des lasses d'isomorphismes de O-modules projetifs. Ce dernier ensemble est le groupe de Piard de O Pic(O). Si O = OK ,e groupe est isomorphe au groupe des lasses d'idéaux de K. Dans tous les as on sait que
Pic(O) est �ni. Il y a don un nombre �ni de lasses d'isomorphismes de ourbes elliptiquesà multipliation omplexe par O. On note Ell(O) = {E1 . . . Eh} et ensemble.Théorème 5.6. Les invariants j(E1), . . . , j(Eh) sont algébriques.On peut identi�er O = End(E) à un sous-anneau de C par ∀α ∈ O α∗ωE = αωE SiEet ses endomorphismes sont dé�nis sur un orps L, ei à un sens et fournit un morphisme
O → L. Pic(O) agit simplement transitivement sur Ell(O) par [Λ] ∗ [E] = Hom(Λ, E). Si
p est un idéal premier de K de norme première à c (le onduteur de O), alors l'inlusion
p → O fournit une isogénie E = Hom(O, E) → Hom(p, E), dont le noyau s'identi�eave la p-torsion E[p] = Hom(O, E[p]). (éléments annulés par tous eux de p). On a don
[p] ∗ [E] = E/E[p].On peut voir que l'ation de Pic(O) sur Ell(O) ommute ave l'ation naturelle de
GK = Gal(K̄/K) : ette ation e traduit par un morphisme η : GK −→ Pic(O) quivéri�e σ(E) = η(σ) ∗ E pour tout σ ∈ GK . Les j(Ei) sont don dé�nis sur une extensionabélienne H = K̄Kerη de K.Soit Af (K) ⊂ ∏

l 6=∞(K ⊗ Ql) l'anneau des adèles �nies de K, et Ô =
∏

l 6=∞(O ⊗ Zl)l'adhérene de O dans Af (K). Si λ est un premier de K, Kλ est la ompletion par rapportà λ. On peut voir K×
λ dans A×

f (K). Si x ∈ K×
λ on note ιλ(x) l'idèle orrespondante. Onpeut identi�er Pic(O) à A×

f (K)/K×Ô× où une lasse d'idèle α orrespond à une lassed'homothétie du réseau (α−1Ô)∩K ⊂ C. La théorie du orps de lasse donne le théorèmesuivant :Théorème 5.7. Il existe une extension abélienne Hc de K qui est non-rami�ée en toutpremier ne divisant pas c, et dont le groupe de Galois s'identi�e à Pic(O) par l'appliationd'Artin. On appelle ette extension ring lass �eld de K assoié à O ou ring lass �eld deonduteur c.Rappelons que si p est un idéal premier de K, premier ave c, si on note πp l'uniformi-sante de Kp et par [p] la lasse de ιp(πp) dans Pic(O), l'appliation de réiproité d'Artin
rec : Pic(O) −→ Gal(Hc/K) envoie l'élément [p] sur l'inverse σ−1

p du Frobénius en p σp.L'extension H dérite préédemment en tant que orps de dé�nition des invariants
j(Ei) est en fait le ring lass �eld Hc. Plus préisemment, si p ne divise pas c, on a
η(σp) = [p] ∈ Pic(O).Soit z ∈ H. On dé�ni l'ordre assoié à z :

Oz = {γ ∈ M2(Z), det(γ) 6= 0 et γz = z} ∪
{(

0 0
0 0

)}
.Les éléments de Oz sont exatement les matries à oe�ients entiers qui ont (

z
1

) et
(

z̄
1

) pour veteurs propres. Oz est un sous-anneau ommutatif de M2(Z). On a uneappliation qui assoie à γ ∈ Oz la valeur propre tγ : γ

(
z
1

)
= tγ

(
z
1

). On peut19



don voir Oz omme sous-anneau de C. De plus Oz est un ordre isomorphe à l'anneau desendomorphismes de la ourbe Ez = C/ < 1, z > (ar la multipliation par tγ onserve leréseau < 1, z > et don induit un endomorphisme omplexe mγ de Ez : γ 7→ mγ identi�e
Oz à EndC(Ez).Si O est un ordre d'un orps quadratique imaginaire K ⊂ C, on a don CM(O) = {z ∈
H/SL2(Z), Oz = O}. Si α ∈ Pic(O), il existe un idéal entier I ⊂ O qui représente α et telque O/I soit ylique. Le réseau < 1, z > I−1 est un O-module projetif qui admet 1 pourun de ses générateurs. On peut érire < 1, z > I−1 =< 1, z′ > où z′ est bien dé�ni modulol'ation de SL2(Z). On pose alors α ⋆ z = z′ et on peut véri�er que 'est une ation de
Pic(O) sur CM(O) qui est ompatible ave l'ation de Ell(O). On peut alors reformulerle théorème de la multipliation omplexe de la façon suivante :Théorème 5.8. Si K est un orps quadratique imaginaire et z ∈ H ∩ K est quadratiquesur Q, alors j(z) ∈ H, où H est le ring lass �eld assoié à O = Oz. De plus si α ∈ Pic(O)et z ∈ CM(O), on a : j(α ⋆ z) = rec(α)−1j(z).5.4 Dé�nition des points de Heegner, d'après Darmon (entre autres)Soit N ∈ N× et M0(N) l'anneau des matries arrées d'ordre 2 à oe�ients entiers, quisont triangulaires supérieures modulo N (Γ0(N) est le groupe des unités de déterminant 1de et anneau).On peut maintenant assoier à z un ordre de niveau N :

O(N)
z = {γ ∈ M0(N), γz = z} ∪

{(
0 0
0 0

)}
= Oz ∩ ONz.En prinipe l'uniformisation modulaire ΦN : H −→ E(C) est de degré in�ni, on nes'attend pas à e qu'elle envoie des nombres algébriques sur des nombres algébriques.Pourtant, on a le théorème suivant :Théorème 5.9. Si z ∈ H∩K et O = O(N)

z est son ordre de M0(N), alors ΦN (z) ∈ E(H)où H est le ring lass �eld de K assoié à O.Démonstration. D'après le théorème de multipliation omplexe, on sait que j(z) et
j(Nz) sont dans le ring lass �eld H assoié à Oz ∩ ONz . ΦN (z) est l'image d'un pointde X0(N)(H) par l'uniformisation modulaire ΦN . Mais l'appliation X0(N) −→ E induitepar ΦN est un morphisme de ourbes algébriques sur Q, don ΦN (z) ∈ E(H).SiO est un ordre d'un orps quadratique imaginaire K, CM(O) = {z ∈ H/Γ0(N), O(N)

z =
O}. On peut relever l'ation de Pic(O) à CM(O) ⊂ H/Γ0(N) en posant α ⋆N z = z′ où
z′ ∈ H est tel que α ⋆ z = z′ et α ⋆ Nz = Nz′ modulo SL2(Z). (z′ est déterminé modulol'ation de Γ0(N). On a alors le :Théorème 5.10 (Loi de réiproité de Shimura). Si z ∈ CM(O) et α ∈ Pic(O), alors
ΦN (α ⋆ z) = rec(α−1)ΦN (z)Exemple : Un des prinipaux intérêt de ette théorie est son aratère expliite : on saitonstruire des points de E sur des ring lass �eld de orps quadratiques imaginaires.La ourbe elliptique de plus petit onduteur N = 11 a pour équation y2+y = x3−x2−
10x− 20. L'ordre de orps quadratique imaginaire de plus petit disriminant qui se plongedans M0(11) est OK = Z(1+

√
−7

2 ). Le orps K a pour nombre de lasse 1, et l'ordre O =

Z+Z

(
−4 −2
11 5

)est un ordre de M0(11) isomorphe àOK . (il est unique à onjugaison près20



par le normalisateur de Γ0(11) dans PGL2(Q). Le point �xe z de et ordre est z = −9+
√
−7

22 .On peut aluler les oe�ients an(E) de la forme modulaire f en omptant les points mod
p ou en utilisant f =

∑
n>1 anqn = q

∏
n>1(1 − q11n)2(1 − qn)2. On peut tronquer ettesérie à l'ordre 1000, si q = e2iπz , on alule l'image de t =

∑1000
n=1

an

n qn dans E(C) parl'uniformisation de Weierstrass qui donne un point (x, y) dont les 35 premières déimalesorrespondent à (1−
√
−7

2 ,−2 − 2
√
−7).5.5 Quelques propriétésOn peut montrer que si O est un ordre de disriminant premier à N , alors CM(O) n'estpas vide ssi tous les premiers divisant N se déomposent dans K/Q. On est don ammenéà faire l'hypothèse de Heegner suivante : Tous les fateurs premiers l de N se déomposentdans K/Q.Si n est premier ave N , et On l'ordre de K de onduteur n, un point ΦN (z) ave

z ∈ CM(On) est appelé point de Heegner de onduteur n. On note HP (n) ⊂ E(Hn) leurensemble. (Hn est le ring lass �eld de onduteur n).Proposition 5.11. Si n ∈ Z et l premier sont premiers ave N . Soit Pnl ∈ HP (nl). Alorsil existe des points Pn ∈ HP (n) (et si l divise n des points Pn/l ∈ HP (n/l)) tels que
TrHnl/Hn

(Pnl = alPn si l ne divise pas n et est inerte dans K, (al −σλ −σ−1
λ )Pn si l = λλ̄ne divise pas n et se déompose dans K, (al − σλ)Pn si l = λ2 se rami�e, et alPn −Pn/l si

l divise n.Un élément de Gal(H/Q) qui n'est pas l'identité sur K est appelé ré�exion. Toutes lesré�exions sont d'ordre 2 et di�èrent par multipliation par un élément de Gal(H/K). Ona la :Proposition 5.12. Si τ ∈ Gal(H/Q) est une ré�exion, il existe σ ∈ Gal(H/K) tel que
τPn = −signe(E, Q)σPn modulo E(H)tors, où signe(E, Q) est le signe de l'équation fon-tionnelle de E/Q.Dé�nition 5.13. Un système de Heegner pour (E,K) est un ensemble de points Pn ∈
E(Hn) indexé par les entiers n premiers à N , qui véri�ent les onditions des propositionspréédentes. Cette dé�nition a un sens pour tout orps quadratique K (s'il est réel, toutest à prendre au sens restreint). on dit que le système n'est pas trivial s'il un au moins des
Pn n'est pas de torsion.Dans le as d'un orps quadratique imaginaire satisfaisant l'hypothèse de Heegner, ona existene d'un système de Heegner non trivial.5.6 AppliationsOn peut déjà véri�er que l'existene de systèmes de Heegner est liée à la onjeture deBirh et Swinnerton-Dyer, e que je ne ferai pas.Gross-Zagier : Si E/Q est une ourbe elliptique et K quadratique imaginaire véri-�ant l'hypothèse de Heegner. Pn la olletion des points de Heegner issus de HP (n).
PK = TrH1/K(P1) ∈ E(K). Alors si <,> est la hauteur de Néron-Tate étendue en unaouplement hermitien sur E(Hn) ⊗ C, on a < Pk, PK >= L′(E/K, 1)Kolyvagin : Si PK n'est pas de torsion, E(K) est de rang 1 et PK engendre un sousgroupe d'indie �ni de E(K). De plus X(E/K) est �ni.21
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