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Institut Mathématique de Bordeaux
Philippe.Jaming@gmail.com

http://www.math.u-bordeaux1.fr/˜ pjaming/

Variables aléatoires
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Variables aléatoires discrètes Définitions

Definition
Variable aléatoire discrète fonction X qui prend un ensemble
discret de valeurs (xi)i∈I

Loi de probabilité ou distribution de probabilité de X
{P[X = xi ], i ∈ I}
Fonction de répartition de X si les xi ∈ R,

FX (x) = P[X ≤ x ] =
∑
xi≤x

P[X = xi ].

— Pour a ∈ R, P[X > a] = 1− P[X ≤ a] = 1− FX (a).
— Pour a < b ∈ R, P

[
X ∈]a,b]

)
= FX (b)− FX (a).

— FX est croissante avec un saut pi en chaque xi .
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Variables aléatoires discrètes Définitions

Definition
X variable aléatoire discrète.
Son espérance est E[X ] =

∑
i∈I

xiP[X = xi ].

Propriétés :
i E[aX + bY ] = aE[X ] + bE[Y ],
ii E[1] = 1 donc E[aX + b] = aE[X ] + b,
iii si X et Y sont indépendants, E[XY ] = E[X ]E[Y ].
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Variables aléatoires discrètes Définitions

Definition
X variable aléatoire discrète d’espérance E[X ].
Sa variance est

Var [X ] = E
[
(X − E[X ])2] = E[X 2]− E[X ]2 =

∑
i∈I

(
xi − E[X ]

)2P[X = xi ].

Son écart type σ(X ) =
√

Var(X ).

Propriétés :
i Var(1) = 0, Var(cX + b) = c2Var(X )

ii si X et Y sont indépendants, Var(X + Y ) = Var(X ) + Var(Y ).

iii P[|X − E[X ]| > ε] ≤ σ(X )2

ε2 .

Philippe Jaming (IMB) IUT HSE Introduction aux probabilités et statistiques Variables aléatoiresVariables aléatoires 4 / 15



Variables aléatoires discrètes Lois usuelles

Definition
X variable aléatoire qui prend les valeurs x1, . . . , xn.

X suit la loi uniforme si P[X = xi ] =
1
n

.

1
n

x1x2 x3 x4xn

1
n

2
n

x1x2 x3 x4xn

E[X ] =
x1 + · · ·+ xn

n
.
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Variables aléatoires discrètes Lois usuelles

Definition
X variable aléatoire qui prend les valeurs 0 (échec) et 1 (réussite).
p ∈ [0,1], q = 1− p, X suit la loi de Bernouilli p, B(p) si
P[X = 0] = q = 1− p, P[X = 1] = p.

E[X ] = p Var(X ) = p(1− p) = pq.
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Variables aléatoires discrètes Lois usuelles

Definition
X variable aléatoire qui prend les valeurs 0, . . . ,n.
p ∈ [0,1], q = 1− p X suit la loi binomiale B(n,p) si

P[X = k ] = Ck
n pk (1− p)n−k = Ck

n pkqn−k Ck
n =

(
n
k

)
=

n!
k !(n − k)!

.

1 E[X ] = np et Var(X ) = np(1− p) = npq.
2 X = X1 + · · ·+ Xn avec les Xi indépendants qui suivent B(p).

3
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Variables aléatoires discrètes Lois usuelles

Definition
X variable aléatoire qui prend les valeurs 0,1,2 . . ..
p ∈ [0,1], q = 1− p X suit la loi géométrique G(p) si
P[X = k ] = p(1− p)k = pqk .

1 E[X ] =
1
p

et Var(X ) =
1− p

p2 =
q
p2 .

2 X = rang du premier succès d’une suite de Xi indépendants qui
suivent B(p).

3
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Variables aléatoires discrètes Lois usuelles

Definition
X variable aléatoire qui prend les valeurs 0,1,2 . . ..
λ > 0, X suit la loi de Poisson de paramètre λ, P(λ) si

P[X = k ] = e−λ
λk

k !
.

1 E[X ] = λ et Var(X ) = λ.
2 Si X suit P(λ), Y suit P(µ) et X ,Y indépendantes, alors X + Y

suit P(λ+ µ)
3 Paradigme de Poisson : La somme Sn d’un grand nombre de

variables de Bernoulli indépendantes de petit paramètre suit
approximativement la loi de Poisson de paramètre E[Sn] .

4
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Variables aléatoires continues Définitions

Definition
Variable aléatoire continue fonction X qui prend ses valeurs dans
I intervalle de R
X a une densité f si f : R→ [0,+∞) est t.q. pour A ⊂ R,

P[X ∈ A]) =
∫

A
f (t)dt .

Fonction de répartition de X

FX (x) = P[X ≤ x ] =
∫ x

−∞
f (t)dt .

—
∫ +∞

−∞
f (t)dt = 1 et, pour a ∈ R,

P[X > a] = 1− P[X ≤ a] = 1− FX (a).
— Pour a < b ∈ R, P

[
X ∈]a,b]

)
= FX (b)− FX (a).

— FX est croissante, si f continue, F ′X = f .
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Variables aléatoires continues Définitions

Definition
X variable aléatoire à densité f .

Son espérance est E[X ] =

∫ +∞

−∞
tf (t)dt .

Propriétés :
i E[X ] peut ne pas exister ! ! !
ii E[aX + bY ] = aE[X ] + bE[Y ],
iii si X et Y sont indépendants, E[XY ] = E[X ]E[Y ].
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Variables aléatoires continues Définitions

Definition
X variable aléatoire de densité f d’espérance E[X ].
Sa variance est

Var [X ] = E
[
(X − E[X ])2] = E[X 2]− E[X ]2 =

∫ +∞

−∞

(
t − E[X ]

)2f (t)dt .

Son écart type σ(X ) =
√

Var(X ).

Propriétés :
i si X et Y sont indépendants, Var(X + Y ) = Var(X ) + Var(Y ).

ii P[|X − E[X ]| > ε] ≤ σ(X )2

ε2 .
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Variables aléatoires continues Lois usuelles

Definition
Soient a < b. On dit que X suit une loi uniforme sur [a,b], U(a,b) si sa
densité est

f (t) =
1

b − a
1[a,b](t) =

{
1

b−a si t ∈ [a,b]
0 sinon

.

1 P[X ∈ A] = |A∩[a,b]|
|[a,b]|

2 E[X ] = a+b
2 et Var(X ) =

(b − a)2

12
.
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Variables aléatoires continues Lois usuelles

Definition
Soit λ ∈ R. On dit que X suit une loi exponentielle de paramètre λ si sa
densité est

f (t) =

{
λe−λt si t > 0
0 sinon

1 E[X ] =
1
λ

et Var(X ) =
1
λ2 , σ(X ) =

1
λ

.

2 Absence de méoire : P[X > t + s|X > t ] = P[X > s].

3
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Variables aléatoires continues Lois usuelles

Definition

Soient µ ∈ R, σ > 0. On dit que X suit une loi normale N (µ, σ2) si sa
densité est

f (t) =
1

σ
√

2π
exp

(
−1

2

(
x − µ
σ

)2
)

1 si X suit N (0,1) alors σX + µ suit N (µ, σ2)

2 E[X ] = µ et Var(X ) = σ2, σ(X ) = σ.
3 Si X suit N (µ1, σ

2
1), Y suit N (µ2, σ

2
2) et X ,Y indépendants, alors

X + Y suit N (µ1 + µ2, σ
2
1 + σ2

2).

4
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