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Chapitre 4Stru
ture mulidimensionnellesOn va 
ommen
er par regarder les 
ho
s puis 
ertaines solutions régulières, dans le 
as 2D4.1 Les 
ho
sRappelons les relations d'Euler sous forme 
onservatives
∂ρ

∂t
+

∂(ρu)

∂x
+

∂(ρv)

∂y
= 0

∂(ρu)

∂t
+

∂(ρu2 + p)

∂x
+

∂(ρuv)

∂y
= 0

∂(ρv)

∂t
+

∂(ρuv)

∂x
+

∂(ρv2 + p)

∂x
= 0

∂E

∂t
+

∂(u(E + p))

∂x
+

∂(v(E + p))

∂y
= 0Si la solution présente un 
ho
 lo
alisé sur Σ, une variété régulière se déplaçant à la vitesse ~σ = σ~n où

~n = (nx, ny) est la normale à Σ en un point 
ourant, les relations de Rankine Hugoniot s'é
rivent
σ∆(ρ) = ∆(ρu)nx + ∆(ρv)ny

σ∆(ρu) = ∆(ρu2 + p)nx + ∆(ρuv)ny

σ∆(ρv) = ∆(ρuv)nx + ∆(ρv2 + p)ny

σ∆(E) = ∆(u(E + p))nx + ∆(v(E + p))nyEn posant un = ~u · ~n et ut = ~u · ~n⊥, on a
σ∆(ρ) = ∆(ρun)
σ∆(ρun) = ∆(ρu2

n + p)
σ∆(E) = ∆(un(E + p))
σ∆(ρun) = ∆(ρunut)On introduit alors ~v = ~u − ~σ la vitesse relative, les relations de Rankine Hugoniot s'é
rivent alors

∆(ρvn) = 0
∆(ρvn

2 + p) = 0où H = E+p
ρ = e+p

ρ + 1
2 (u2 + v2) est l'enthalpie totale. Comme u2 + v2 = u2

n + u2
t , on peut les réé
rire sousforme d�une relation dans la dire
tion tangentielle à Σ,

∆(ρvnvt) = 0 (4.1)3



et de trois relations dans la dire
tion normale,
∆(ρvn) = 0
∆(ρv2

n + p) = 0
∆(ρvnH ′) = 0

(4.2)où H ′ = e+p
ρ + 1

2u2
n.Il y a deux 
as possibles1. Si v1,2

n = 0, alors ∆p = 0, par 
ontre il n'y a au
une 
ondition sur ∆vt. On appele 
ela une ligne deglissement : la vitesse normale est 
ontinue ainsi que la pression, par 
ontre la vitesse tangentielle peutêtre dis
ontinue.2. Si v1,2
n 6= 0, on a alors

∆(ρvn) = 0
∆(ρv2

n + p) = 0
∆H ′ = 0, et ∆vt = 0. Il s'agit d'un 
ho
 : la densité, la pression et la vitesse normale véri�ent les relations deRankine Hugoniot 1D, et la vitesse tangentielle est 
ontinue.4.1.1 Etude des 
ho
sOn a don


ρ1

ρ2
=

vn1

vn2
=

2

(γ + 1)M2
n1

+
γ − 1

γ + 1
p2

p1
=

2γ

γ + 1
M2

n1 −
γ − 1

γ + 1où Mn1 =
vn1

c1
En employant les notations de la �gure 4.1,

β

~u2

un1

ut1

un2

ut2~u1

θ

Fig. 4.1 � Notations.
ut1 = u1 sin θ, un1

= u1 cos θet
ut2 = u2 sin β, un2

= u2 cosβUtilisant la 
ontinuité du débit et la 
ontinuité de la vitesse tangentielle,
ρ1un1

ut1

=
ρ2un2

ut24



soit 
otanβ = 
otanθρ2

ρ1
= 
otanθ(γ − 1

γ + 1
+

2

(γ + 1)M2
1 cos2 β

)On représente sur la �gure 4.2 la dé�e
tion de la vitesse (i.e. l�angle entre la vitesse avant le 
ho
 et la vitesseaprès le 
ho
). On 
onstate que l'angle de dé�e
tion θ − β admet un maximum qui est inférieur à 50◦ pour
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Fig. 4.2 � Représentation de la dé�e
tion de vitesse pour di�érentes valeurs du nombre de Ma
h.
γ = 1.4.On peut aussi faire les remarques suivantes, toujous d'après les �gure :1. Pour une valeur de β − θ donnée, il y a deux valeurs de θ possibles. La plus petite valeur 
onduit à

M2 < 1 et la plus grande à M2 > 1. Dans le premier 
as, on a un 
ho
 fort, dans le se
ond 
as un 
ho
faible. En pratique, seule la solution 
ho
 faible est observée sauf dans le 
as où le 
ho
 est 
ourbe.2. Pour un nombre de ma
h donné, il existe un angle maximum de déviation qui peut être obtenu pourun 
ho
. Si une plus grande déviation est imposée par la présen
e d'un obsta
le, le 
ho
 ne peut pasêtre atta
hé au 
orps de l'obsta
le. La forme du 
ho
 et la distan
e dét
hement sont des fon
tions dela géométrie de l'obsta
le. Ce 
as est plus di�
ile à étudier analytiquement 
ar il y a 
oexisten
e dezones supersoniques et de zones subsoniques. Deplus, puisqye le 
ho
 est 
ourbe, la for
e du 
ho
 (etdon
 la variation d'entropie au travers du 
ho
) varie d'un point à l'autre. L'é
oulement au travers du
ho
 n'est plus homentropique (∇s 6= 0) et don
 il y a variation du rotationel d evitesse. En fait, onne peut qu'analyser 
e type d'é
oulement par les équations d'Euler 
omplètes.4.2 Les relations de Prandlt-MeyerOn 
onsidère un é
oulement plan stationnaire autour d'un dièdre 
on
ave, voir �gure 4.3 On 
her
hedes solutions stationnaires de la forme W = W (x
y ) qui soient homentropiques (entropie 
onstante dans tousl'é
oulement).Pour étudier 
e problème, on va regarder la stru
ture des équations d'Euler en 
oordonnéespolaire, où

~er = cos θ~i + sin θ~j

~eθ = − sin θ~i + cos θ~jet
~u = (u, v) = uθ~eθ + ur~er,L'équation de 
ontinuité s'é
rit
1

r

∂(ρurr)

∂r
+

1

r

∂(ρuθ)

∂θ
= 0 (4.3a)5
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Fig. 4.3 �et l'équation de quantité de mouvement
ρ

(

ur
∂ur

∂r
+

uθ

r

(

∂ur

∂θ
− uθ

)

)

+
∂p

∂r
= 0 (4.3b)

ρ

(

ur
∂uθ

∂r
+

uθ

r

(

∂uθ

∂θ
+ ur

)

)

+
1

r

∂p

∂θ
= 0 (4.3
)Il est inutile d'é
rire l'équation sur l'énergie 
ar l'é
oulement est homentrpique.Puisque x = r cos θ et y = r sin θ, x/y ne dépend que de θ, et don
 les équations (4.3) s'é
rivent

uθ

r

dρ

dθ
+

ρ

r

duθ

dθ
+ ρ

ur

r
= 0 (4.4a)et

dur

dθ
− uθ = 0 (4.4b)

ρ

r

duθ

dθ
+

ρ

r
uruθ +

1

r

dp

dθ
= 0 (4.4
)Puisque l'entropie est uniforme, p = p(ρ) et c2 =

dp

dρ
. L'équation de 
ontinuité (4.4a) devient

u2
θ

rc2

dp

dθ
+

ρ

r

(

uθ
duθ

dθ
+ uruθ

)

= 0et en faisant la di�éren
e ave
 ρ×(4.4
), on obtient
1

r

(

u2
θ

c2
− 1

)

dp

dθ
= 0.6



Comme on 
her
he des solutions générales, a priori dp

dθ
6= 0 et don


u2
θ = c2.Comme on suppose un é
oulement qui va de gau
he à droite, on a uθ < 0 et don


uθ = −a. (4.5)On introduit l'angle µ entre la dire
tion ~er et le ve
teur vitesse, on voit (
f �gure 4.4) que
sin µ = −

uθ

u
=

1

MLa vitesse fait un angle ν = µ − φ par rapport à l'axe Ox, 
'est à dire par rapport à l'angle initial.
µ

~u

ur

uθ

Ox
θ

Fig. 4.4 �On se pla
e maintenant dans le 
as du gaz parfait, c2 = γp/ρ. On a d'une part
d(c2) = 2cdc = 2uθduθet d'autre part 
omme l'é
oulement est homentropique

dc2

c2
=

dp

p
−

dρ

ρ
=

dp

p
−

1

ρρc2
dpdon


d(c2) = γ
p

ρ

dp

p
−

dp

ρ

= (γ − 1)
dp

ρOn utilise 
ette relation dans (4.4a) donne (après simpli�
ation par ρ

r
)

uθ
duθ

dθ
+ uruθ +

1

ρ

dp

dr

= uθ

(

2

γ − 1
+ 1

)

duθ

dθ
+ uruθ

= 0soit, puisque uθ 6= 0,
γ + 1

γ − 1

duθ

dθ
+ ur = 0. (4.6)7



Puis en employant (4.4b),
γ + 1

γ − 1

d2ur

dθ
+ ur = 0. (4.7)La solution est de la forme

ur(θ) = C sin

(

√

γ − 1

γ1
θ + θ0

)

.Pour 
e problème, on a ur(
π
2 ) = 0 
ar l�é
oulement est paralèle à la paroi en entrée et

dur

dθ
(
π

2
) = −c∞ = −

√

γ − 1

γ + 1
C,don


ur(θ) = c∞

√

γ + 1

γ − 1
sin

(

√

γ − 1

γ + 1
(
π

2
− θ)

) (4.8a)
uθ(θ) = −c∞

γ + 1

γ − 1
cos

(

√

γ − 1

γ + 1
(
π

2
− θ)

) (4.8b)On peut aussi déterminer la pression :
p

p∞
=

(

a

a∞

)2γ/(γ−1)

=

(

−uθ

a∞

)2γ/(γ−1)

=

{

γ − 1

γ + 1
cos

(

√

γ − 1

γ + 1
(
π

2
− θ)

)}2γ/(γ−1)On peut utiliser 
ette relation pour déterminer la dé�exion maximale, 
'est à dire quand p = 0 : il faut que
γ − 1

γ + 1
(
π

2
− θ)

π

2soit
θmax = −

π

2

(

γ + 1

γ − 1
− 1

) (4.9)A titre d'exemple, θmax ≃ 130◦ pour γ = 1.4.Ave
 quelques manipulations, on peut exprimer l'angle de dé�exion en fon
tion du nombre de Ma
h
ν(M) + θ = arcsin(

1

M
)ave


ν(M) =
γ + 1

γ − 1
arctan

√

γ − 1

γ + 1
(M2 − 1) − arctan

√

M2 − 1.4.3 Appli
ation : 
al
ul d'une aile en losangeEn utilisant les résultats de 
e 
hapitre, on peut 
al
uler �à la main�l�e
oulement autour d'une aile dontle 
ontour est polygonal, si le ma
h est assez grand en amont et si la forme de l'objet fait que tous les 
ho
spotentiels sont atta
hés, voir la �gure 4.6 pour un exemple de tel pro�l.
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Fig. 4.5 � Représentation de ν(M) pour plusieurs valeurs de γ,
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Fig. 4.6 � Représentation de ν(M) pour plusieurs valeurs de γ,
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