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Théorie Algébrique des Nombres

Avertissement : Il sera attaché la plus grande importance a la précision et la rigueur des raisonnements.

Exercice

Dans ce qui suit, A désigne un anneau de Dedekind de corps des fractions K = Fr(A). L’objet
de 'exercice est d’établir la propriété suivante :

(x) Si I est un idéal fractionnaire de A, il existe (o, 3) € K? tels qu'on ait : [ = aA + BA.

On rappelle que tout idéal fractionnaire non nul I de A s’écrit de fagon unique comme un produit

fini :
I = H p”p(I)
peP

ou p parcourt I'ensemble des idéaux P premiers non nuls de A et ou les entiers relatifs v, (1) sont
presque tous nuls. En particulier, si I = A est principal (avec aw € K*), on pose v, (o) = vp(aA).
1. Si I et J sont deux idéaux fractionnaires non nuls de A , vérifier qu’on a pour tout p € P :
vp(I +J) = min{vy (1), vp(J)} -
2. Soit maintenant I un idéal entier non nul (i.e. 0 # I C A), et @ un élément non nul de A.

(a) Montrer qu'’il existe un entier naturel r et, pour 1 < 4 < r, des idéaux premiers p, ainsi
que des entiers n; > m; > 0 tels qu’on ait :

I:ﬁpz’“ et aA:ﬁp:”.
i=1 i=1

(b) Pour chaque 1 < i < 7, on fait choix d’un élément b; € p™* \ p/**!. Prouver qu'il existe
alors un 3 € I qui vérifie les r congruences :
B =b; mod p ! pour 1 <i<r.

(c) Conclure de ce qui précede a I’égalité v, (A + BA) = v, (I) pour tout p € P.

3. Prouver la propriété (x) pour tout idéal entier puis tout idéal fractionnaire de 'anneau A.



Probléeme

Le but du probleme est d’étudier 'anneau des entiers A = O, du corps L = Q (\/—1, \/§)

1. On s’intéresse d’abord aux propriétés galoisiennes de I'extension L/Q.

(a)
(b)
(c)

(d)
()

Observer que K3 = Q[v/3] ne contient pas i = v/—1; conclure que [L : Q] vaut 4.
Montrer que L est une extension galoisienne de Q. Quel est ordre de G = Gal(L/Q) ?

On note K; = Q[v/—1] puis o 'unique élément non trivial de G; = Gal(L/K;) et 7 € G
la conjugaison complexe. Quel est le sous-corps de L fixé par 77

Préciser Paction de 7, o et o7 sur /—1 et v/3; conclure que o7 est d’ordre 2 et en
déduire la structure de G.

Conclure que L contient un troisieme sous-corps non tivial K5 que I'on précisera.

2. On va maintenant préciser le discrimiminant dy, = Disc(Of) de L.

(a)

On note B le Z-module libre engendré par (1,1, \ﬁ,z\/g) Vérifier que B est un sous-
anneau de A et aussi un sous-module d’indice fini.

Montrer que pour tout élément z = a + i + vv/3 + div/3 de L, avec (a, B,7,0) € Q4
on a Try g(7) = 4a.

) Calculer le discriminant dp de B. Quels sont les facteurs premiers possibles de df, ?

Vérifier que 2 et 3 sont bien ramifiés dans ’extension L/Q (par exemple en considérant
une sous-extension quadratique convenable).

Conclure que l'indice (A : B) est une puissance de 2.

3. On regarde enfin L comme un corps cyclotomique : on note j = %(—1 + zx/g) et ( =1j.

(a)

(b)
()

(d)

()

Vérifier que ( est une racine 12° primitive de I'unité et préciser son polynéme minimal
®5 . Exprimer en particulier ¢ et j en fonction de (.

Conclure que 'on a L = Q[(] et G ~ (Z/12Z)*.
En déduire que tout élément v de G est de la forme o, : P(¢) — P(¢*) pour un k
étranger a 12. Préciser la valeur de k pour successivement v = o, 7 et oT.

Déterminer suivant la congruence de p modulo 12 le sous-groupe de décomposition
d’un premier p 1 12 dans Uextension L/Q. Préciser dans chaque cas le sous-corps de
décomposition et le degré d’inertie fp.

Existe-t-il des nombres premiers qui soient totalement inertes dans I'extension L/Q?
Que pouvez-vous en conclure sur l'irréductibilité du polynéme ®,5 modulo p?




