Année universitaire 2010-2011
Licence 3 de mathématiques
Algebre 4 - Devoir surveillé

L’épreuve dure 3 heures. Les documents sont interdits.
Exercice 1

a. Exprimer X7 X, + X7 X3+ X3 X + X3 X3+ X3 X, + X3 X, en fonction des
polynomes symétriques élémentaires Y1, g, 3.

b. On pose P = X3 — 3X? — X — 2. Soient «, 3,7 les racines de P dans C.
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Exercice 2

Soit A un anneau. Soient I et J deux idéaux de A. Soit P un idéal premier
de A. Montrer que si IJ C P, alors I C Pou J C P.

Exercice 3

Soit p un nombre premier. Montrer que les anneaux F,[X]/(X? + X + 1) et
ZIX]/(X3+p—1;X?+ X + 1) sont isomorphes.

Exercice 4

On désigne par I 'ensemble des P € R[X; Y] tels que P(n;v/n®+ 1) = 0 pour
tout n € N.

a. Vérifier que I est un idéal de R[X; Y.

b. Montrer que I = (Y2 — X5 —1).

Exercice 5

Soient A un anneau et n un entier > 1. Soit (aj;---;a,) € A™ On note
01;+ -+ ; 0, les valeurs des polyndmes symétriques élémentaires en (aq;---;a,) :

0; = Yi(ay; -+ -;ap) pour tout i € {1;---;n}.

a. Soit I un idéal premier de A contenant oy;---;0,. Montrer que I contient
i an.



b. En déduire que si (a;---;a,) = A, alors {(o1;--;0,) = A.



