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Algèbre 4 - Devoir surveillé
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L'épreuve dure 3 heures. Les documents sont interdits.

Tous les anneaux considérés ci-dessous sont commutatifs. Si a et b sont des éléments d'un

anneau A, on note 〈a, b〉 l'idéal engendré par a et b.

Questions de cours [5 pts]

1. [1 pt] Soient A un anneau, a, b ∈ A. Rappeler la dé�nition de pgcd(a, b).

Dans la suite on suppose que l'anneau A est principal.

2. [1 pt] Montrer l'existence de pgcd(a, b) pour tout a, b ∈ A. Montrer aussi que pgcd(a, b) peut
s'écrire sous la forme au+ bv, où u, v ∈ A.

3. [1 pt] Démontrer le �théorème de Gauss� : si a, b, c ∈ A véri�ent

a | bc, pgcd(a, b) = 1,

alors a | c.
4. [1 pt] Soit F3 le corps à 3 éléments. L'anneau F3[t] est-il principal ?

5. [1 pt] Pour f(t) = t2 + t+ 1 ∈ F3[t] et g(t) = t3 + t+ 1 ∈ F3[t] déterminer pgcd
(
f(t), g(t)

)
et l'exprimer sous la forme f(t)u(t) + g(t)v(t) avec u(t), v(t) ∈ F3[t].

Exercice 1 [5 pts] Soit n un entier naturel, n ≥ 2, et soient K1, . . . ,Kn des corps. On considère
l'anneau A = K1 × . . .×Kn.

1. [0,5 pt] L'anneau A est-il intègre ?

2. [1 pt] Soit S un sous-ensemble de {1, . . . , n}. On pose

IS = {(a1, . . . , an) ∈ A : ai = 0 pour i ∈ S}.

Montrer que IS est un idéal de A.

3. [2 pts] Soit I un idéal de A. Est-il vrai que I = IS pour un certain S ⊂ {1, . . . , n} ?
4. [1 pt] L'anneau A n'admet-il qu'un nombre �ni d'idéaux ? Si la réponse est � oui �, déter-

miner ce nombre.

5. [0,5 pt] Est-il vrai que tout idéal de A est principal ?

Exercice 2 [9 pts] On considère l'ensemble Z[
√

2] des nombres réels de la forme x+ y
√

2 avec
x, y ∈ Z :

Z[
√

2] = {x+ y
√

2 : x, y ∈ Z}.

1. [0,5 pt] Montrer que Z[
√

2] (muni des lois habituelles) est un anneau.

2. [0,5 pt] Montrer que tout z ∈ Z[
√

2] s'écrit de façon unique sous la forme x+ y
√

2 avec
x, y ∈ Z.

3. [3 pts] Pour z = x+ y
√

2 ∈ Z[
√

2] on dé�nit le conjugué de z par z̄ = x− y
√

2. (Attention :
ce n'est pas la conjugaison complexe !)

(a) [1 pt] Montrer que z 7→ z̄ dé�nit un automorphisme de l'anneau Z[
√

2].

(b) [0,5 pt] Montrer que zz̄ ∈ Z pour tout z ∈ Z[
√

2].

(c) [1 pt] Montrer que z ∈ Z[
√

2]× si et seulement si zz̄ ∈ {1,−1}.
(d) [0,5 pt] Véri�er que 1 +

√
2 ∈ Z[

√
2]×. Le groupe Z[

√
2]× est-il �ni ou in�ni ?
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4. [5 pts] On va montrer que le groupe multiplicatif Z[
√

2]× est engendré par θ = 1 +
√

2 et −1.
Autrement dit,

Z[
√

2]× = {±θm : m ∈ Z}.

(a) [0,5 pt] Montrer que pour z = x+ y
√

2 on a

x =
z + z̄

2
, y =

z − z̄
2
√

2
. (1)

(b) [2 pts] Soit z ∈ Z[
√

2]× véri�ant 1 ≤ z < θ. Montrer que z = 1. (Indication : observer
que |z̄| ≤ 1, puis utiliser (1) pour obtenir les encadrements

0 ≤ x ≤ θ + 1

2
< 1, 8, 0 ≤ y ≤ θ + 1

2
√

2
< 1, 3.)

(c) [2 pts] Soit η ∈ Z[
√

2]×. Montrer que |η| = θm pour un certain m ∈ Z. (Indication :

poser 1 m =
⌊ ln |η|

ln θ

⌋
et appliquer la question précédente à z = |η|θ−m.)

(d) [0,5 pt] Conclure.

Exercice 3 [4 pts]

1. [2pt] Soient p un nombre premier et Fp le corps à p éléments. Montrer que les anneaux
Z[t]/〈t3 + 2t+ p, t2 + 2〉 et Fp[t]/〈t2 + 2〉 sont isomorphes.

2. [2pt] Montrer que l'anneau R[t, u]/〈t3 + 2t+ u, t2 + 2〉 est isomorphe à C.

1. On note par bxc la partie entière de x ∈ R :

bxc = sup{n ∈ Z : n ≤ x}.
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