Université Bordeaux I — 2007/08 Théorie analytique des Nombres
Master de Mathématiques Yu. Bilu

Correction du devoir surveillé

Sauf indication contraire :

— x est un nombre réel, x > 1;

— k, £, m, n et d sont des nombres naturels non nuls;
— p et g sont des nombres premiers.

Exercice 1.
(a) Enoncer la définition de la fonction ¢ de Riemann.
(b) Enoncer et démontrer la formule du produit d’Euler pour la fonction ¢.
(c) Démontrer I'infinité de ’ensemble des nombres premiers en utilisant I'irrationalité du nombre ¢(2) = 72 /6 (cette derniere
est admise).
(d) Montrer que
lim ((s) = +o0. (1)
s—1+

(Vous pouvez admettre la divergence de la série 27 | %)

(e) Démontrer I'infinité de ’ensemble des nombres premiers en utilisant la propriété (1).
Solutions (a) Pour s > 1 on définit ((s) = >~ n~*.

(b) Pour s > 1 on a
) = [[—— (2)

p 1=p"
Pour le démontrer, fixons s > 1 et posons F(z) =[] ., $ Alors
— 1
Py =]] >
p<z k=0 p

Les séries & droite convergent, ce qui signifie qu’on peut les multiplier terme par terme. On obtient
1
Fa)= Y —, (3)
P(n)<z

ot P(n) est le plus grand diviseur premier de n. Chaque n avec P(n) < z apparaitra dans (3) exactement
une seule fois d’apres le théoreme fondamental d’arithmétique.
Puisque P(n) < x pour tout n < z, on a

1 1
—<F@)<) —

1
p l—p=s"

Ici la somme & droite est ((s), la somme & gauche tend vers ((s) quand z — oo, et F(z) — []
quand z — 0. Ceci démontre (2).

(c) Si ensemble des premiers était fini, I’expression Hp ﬁ serait le produit d’un nombre fini de
nombres rationnels, donc lui méme rationnel, ce qui contredit I'irrationalité de ¢(2).

(d) Supposons que ¢ soit bornée sur ]|1,4o00[ : ((s) < A pour tout s> 1. Alors pour tout = on a

> 1 < A Quand s — 17 on obtient 1 < A pour tout z, ce qui contredit la divergence de la
1

n<z n;o n<x n
série " o
On a montré que ¢ n’est pas bornée sur |1, +o0o[. Puisque elle est décroissante, on a lim,_,+ {(s) = +o0.
(e) Si 'ensemble des premiers était fini, le produit Hp $ devrait rester borné quand s — 17, ce qui
contredit la propriété lim,_,+ ((s) = +oo.



Exercice 2. Rappelons les définitions des fonctions A de von Mangoldt et 1) de Chebychev :

P,
A(n)_{logp sin = p~,

0 si m n’est pas une puissance d’un nombre premier;
P(z) =Y An)= > logp.
n<w pk<z

Le but de cet exercice est de démontrer ’inégalité de Tchebychev
zlog2+ O(logz) < ¢(z) < 2zlog2+ O ((loga:)Z) ,

et le « postulat de Bertrand » : pour tout = suffisamment grand il existe un premier p €|z, 2z].
(a) Posons

O(z) = Z logn = log(|z]!).

n<z

Montrer que
n n+1
/ logtdt <logn < / log tdt.
n—1 n
En déduire I’« expression analytique » de © :
O(z) = zlogz — z + O(log x).
(b) Montrer que

logn = A(d).

d|n
En déduire I’« expression arithmétique » de © :
x
O(z) = —.
(@) ; (%)
(¢) Donner Pexpression analytique et P'expression arithmétique de ©(z) — 20 (z/2).
(d) En déduire les inégalités
Y(x) —¢(x/2) < zlog2+ O(logz) < Y(z) — P(2/2) +P(z/3) < Y(x).
(e) Montrer (4).
(f) Montrer que
1
v(e) ~ 6(e/2) 2 (G loa2) 2 + 0 ((10g0)?).

(g) Posons

O(x) = Z log p.

p<z

Montrer que 8(z) < (z) < 6(x) + O (y/zlogz).
(h) Montrer que

0(2z) — 0(x) > <§ log 2) x40 (Vzlogz) .

En déduire que pour tout z suffisamment grand il existe un premier p €]z, 2z].

Solutions (a) On a logz < logn pour z € [n — 1,n] et logx > logn pour = € [n,n + 1]. Ceci implique

que

-1

Utilisons ces inégalités pour majorer et minorer ©(x) :

n+1
O(x) = Z logn +log|x] < Z / log tdt + log x

1<n<|z]-1 1<n<|z]-1

L] z
/ logtdtJrlogxg/ logtdt +logz = xlogx —x + 1 + logx.
1 1

O(z) = Z logn —log (|z] +1) > Z /nl log tdt — log(x + 1)

2<n< ()41 2<n< ()41

n n n+1 n+1
/ logtdt < / log ndt = logn, / log tdt > / log ndt = logn.
n n—1 n n

[z]+1 T
/ log tdt — log(x + 1) > / logtdt —log(z + 1) = zlogax — x + 1 — log(x + 1),
1 1



ce qui démontre (5).
(b) Ecrivons n = p{* ---p%. Alors pour d|n on a A(d) # 0 si et seulement si d est de la forme p¥ avec

1 <k < a;; dans ce dernier cas on a A(d) = logp;. On obtient
S a; S
ZA(d) = ZZIngi = Zai log p; = logn.
dln i=1 k=1 i=1

Ceci implique que

O@) =YD Ad) = Y M) =Y D A=Y v().

n<z dn dm<z m<z d<z/m m<z
(c) On a
T x r
O(z) — 20 (§> =zlogr —x —2 (510g 5 5) + O(logx) = zlog2 + O(log x), (9)
T T x T T T
0w -20(3) =2 v ()2 X v(g) =vw e (3) re(5) v (3)+
(d) Si la série alternée a3 —as +as —aq+... avec a; > as > ag > ... > 0 converge vers S alors les

sommes partielles paires forment une suite croissante convergent vers S et les sommes partielles impaires
forment une suite décroissante convergent vers S. Autrement dit,

a1 —as<ay—astaz—as <...<S<...<ay—as+a3<a;.
Dans notre cas on obtient

P(x) —(x/2) < O(x) < () = ¥(2/2) +P(2/3) < Y(x),

ce qui montre (6) en utilisant (9).
(e) La minoration ¢ (x) > xzlog2 + O(log x) est déja établie. Maintenant posons k = |log, z]. Alors

v = (v - (5)) + (0 (3) 0 (§) ++ (0 (5=) - (&)

1 1
< z(log2) (1+ 511 +> + O(klogx)

< 2zlog2+ O ((logz)?).

(f) On a ¢(z) — ¢(x/2) +¥(x/3) > xlog2 + O(logz) et (x/3) < 2%log2+ O ((logx)?), ce qui im-
plique (7).
(g) L’inégalité O(x) < () est évidente. De plus,

¥(z) =60(z) + Z log p.

k>2

La somme est majorée par

log Z 1<logz | Va + Z 1| <logz (Va + xlogyz) = O (Vrlogz).

nk <z nk <z

2<k<logg « 3<k<logg =
(h) L’inégalité (8) est une conséquence immédiate des étapes précédentes. Elle implique que 6(2z) > 0(x)
pour z suffisamment grands, ce qui signifie qu’il existe p €]z, 2z].
Exercice 3. Dans cet exercice vous pouvez ignorer le probleme de convergence des séries de Dirichlet.
(a) Enoncer la définition de la série de Dirichlet génératrice d’une fonction arithmétique.
(b) Enoncer la définition de la convolution arithmétique de deux fonctions arithmétiques. Soient F'(s) et G(s) les séries de
Dirichlet génératrices des fonctions arithmétiques f et g, respectivement. Quelle est la série de Dirichlet génératrice de la
convolution arithmétique f *g?
(c) Déterminer la série de Dirichlet génératrice pour la fonction log et pour la fonction A de von Mangoldt.
(d) Déterminer la série de Dirichlet génératrice pour la fonction o(n) = ded (la somme des diviseurs de n) et la
décomposer en produit d’Euler.
(e) Soit ¢ la fonction d’Euler. Montrer que n =3}, , ¢(d). En déduire la série de Dirichlet génératrice pour ¢ et son

produit d’Euler.



f(n)

n=1 ns °

Solutions (a) La série de Dirichlet génératrice de la fonction arithmétique f : N* — C est > -
(b) La convolution arithmétique des fonctions arithmétiques f, g : N* — C est définie par

frgn Zf g(n/d)= > fld)g

dm=n

La série de Dirichlet génératrice de f * g est F(s)G(s), parce que

9= TS AT =5 L S sagm =X L5,

dm=n n=1

(c) Puisque

o0

)= > B

ns ’

n=1
la série de Dirichlet génératrice pour log est —(’. Puisque log = A * 1, et la série de Dirichlet génératrice
pour la fonction constante 1 est ¢, la série de Dirichlet génératrice pour A est —('/C.
(d) On a o =id = 1, o id est la fonction identité (id(n) = n). La série de Dirichlet génératrice pour id
est Yoo n-n~* =((s —1). Ceci implique que la série de Dirichlet génératrice pour o est ((s)¢(s — 1),

et son produit d’Euler est
> 2 a7
=t (=)= pt)

(e) On pose
Mg(n) ={m e {1,...,n} : pged(m,n) = d}.

Alors
{17"'7n} = UMd(n)

d|n

et lapplication m — dm définie une bijection entre M;(n/d) et My(n). Ceci implique que
n
n=3 (%)= e
d|n d|n

Autrement dit, id est la convolution arithmétique de ¢ et 1, ce qui implique que la série génératrice de
Dirichlet pour ¢ est ((s —1)/((s). Son produit d’Euler est

1—p~°
==



