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Sauf indication contraire :

— x est un nombre réel, x > 1;

— k, £, m, n et d sont des nombres naturels non nuls;
— p et g sont des nombres premiers.

Exercice 1. [6 pts]
(a) [0,5 pts] Enoncer la définition de la fonction ¢ de Riemann.
(b) [2 pts] Enoncer et démontrer la formule du produit d’Euler pour la fonction .
(¢) [1 pt] Démontrer l'infinité de I'’ensemble des nombres premiers en utilisant l'irrationalité du nombre
¢(2) = 72 /6 (cette derniere est admise).
(d) [1,5 pt] Montrer que
lim ((s) = 4o0. (1)

s—1t
(Vous pouvez admettre la divergence de la série Y~ %)
(e) [1 pt] Démontrer Uinfinité de ’ensemble des nombres premiers en utilisant la propriété (1).

Exercice 2. [14 pts| Rappelons les définitions des fonctions A de von Mangoldt et ¢ de Chebychev :

An) = {logp sin=p*,

0 si n n’est pas une puissance d’un nombre premier;
d(a) = An) =Y logp.
n<x pk<z

Le but de cet exercice est de démontrer I'inégalité de Tchebychev
zlog2+ O(logz) < 9(z) < 2zlog2+ O ((logz)?), (2)

et le « postulat de Bertrand » : pour tout z suffisamment grand il existe un premier p €]z, 2z].
(a) [2 pts] Posons

O(z) = Z logn = log(|z]!).

n<x

Montrer que

n n+1

/ logtdt <logn < / log tdt.
n—1 n

En déduire I’« expression analytique » de O :

O(z) = zlogzx — x + O(log x).
(b) [3 pts] Montrer que

logn = Z A(d).
d|

En déduire I’« expression arithmétique » de © :

o= T u(2)

n<lx

(c) [2 pts] Donner l'expression analytique et I'expression arithmétique de ©(z) — 20 (z/2).



(d) [1 pt] En déduire les inégalités
U(z) —P(2/2) < wlog2+ O(logx) < ¥(x) — ¢(x/2) +(x/3) < P(x).

(e) [1 pts] Montrer (2).
(f) [2 pts] Montrer que

W(x) —P(x/2) > (; log 2) z+ 0 ((logz)?).

(g) [2pts] Posons

O(z) = Zlogp.
Montrer que 6(z) < ¥(x) < 0(x) + O (v/zlogx).
(h) [1 pt] Montrer que

0(2x) — 0(z) > <§ log 2) 40 (Vzlogz).

En déduire que pour tout z suffisamment grand il existe un premier p €z, 2x].

Exercice 3. [6 pts] Dans cet exercice vous pouvez ignorer le probleme de convergence des séries de
Dirichlet.

(a) [0,5 pts] Enoncer la définition de la série de Dirichlet génératrice d’une fonction arithmétique.

(b) [1,5 pt] Enoncer la définition de la convolution arithmétique de deux fonctions arithmétiques. Soient
F(s) et G(s) les séries de Dirichlet génératrices des fonctions arithmétiques f et g, respectivement. Quelle
est la série de Dirichlet génératrice de la convolution arithmétique f * g7

(¢) [1 pt] Déterminer la série de Dirichlet génératrice pour la fonction log et pour la fonction A de von
Mangoldt.

(d) [1 pt] Déterminer la série de Dirichlet génératrice pour la fonction o(n) =3, d (la somme des
diviseurs de n) et la décomposer en produit d’Euler.

(e) [2 pts] Soit ¢ la fonction d’Euler. Montrer que n =3}, ¢(d). En déduire la série de Dirichlet
génératrice pour ¢ et son produit d’Euler.



