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Feuille 4 : le groupe multiplicatif

Exercice 1. (Groupes multiplicatifs cycliques) Le but de cet exercice de de d�eterminer tous les n tels
que le groupe multiplicatif (Z/nZ)× est cyclique.
(a) Soient G et H des groupes �nis cycliques. Montrer que G×H est cyclique si et seulement si
pgcd(|G|, |H|) = 1.
(b) Soit 0 i→ K → G

π→ H → 0 un suite exacte des groupes ab�eliens. On suppose que pgcd(|K|, |H|) = 1.
Montrer que la suite est scind�ee ; c'est-�a dire, il existe un sous-groupe H̃ ≤ G tel que π|H̃ est un isomor-
phisme. (Indication : pour tout x ∈ H choisir un x̃ ∈ π−1(x) et consid�erer l'ensemble

H̃ = {|K|x̃ : x ∈ H} . )

En d�eduire que G ∼= K ×H.
(c) Soit p un premier et m, k ∈ N∗. On suppose que pm 6= 2. Montrer que pour tout a ∈ Z

(1 + pma)pk

≡ 1 + pm+kamod pm+k+1.

(Indication : utiliser la formule binomiale et la r�ecurrence par k.)
(d) Soit p un premier impair et k ∈ N∗. Montrer que{

x ∈ Z/pkZ : x ≡ 1 mod p
}

est un groupe multiplicatif cyclique engendr�e par 1 + p. En d�eduire que le groupe
(
Z/pkZ

)×
est cyclique.

(e) Montrer que {
x ∈ Z/2kZ : x ≡ 1 mod 4

}
est un groupe multiplicatif cyclique engendr�e par 5. En d�eduire que le groupe

(
Z/2kZ

)×
est isomorphe

�a Z/2Z× Z/2k−2Z.
(f) Montrer que le groupe multiplicatif (Z/nZ)× est cyclique ci et seulement si n est l'un des nombres
suivants :

1, 2, 4, pk, 2pk,

o�u p est un premier impair et k ∈ N∗.

Exercice 2. (R�eciprocit�e quadratique) Le but de cet exercice est de d�emontrer la loi de le r�eciprocit�e
quadratique : (

−1
p

)
=

{
1 si p ≡ 1 mod 4,
−1 si p ≡ −1 mod 4,

(1)

(
2
p

)
=

{
1 si p ≡ ±1 mod 8,
−1 si p ≡ ±3 mod 8,

(2)

(
q

p

)
=


(

p
q

)
si p ou q est 1 mod 4

−
(

p
q

)
si p, q ≡ −1 mod 4,

(3)

o�u p et q sont des premiers impairs et
(
∗
p

)
est le symbole de Legendre. Plus bri�evement :(

−1
p

)
= (−1)

p−1
2 ,

(
2
p

)
= (−1)

p2−1
8 ,

(
p

q

) (
q

p

)
= (−1)

p−1
2

q−1
2 .
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(a) Soit G un groupe cyclique d'ordre n, et soit m entier naturel. Montrer que a ∈ G est un m-i�eme
puissance si et seulement si an/d = 1, o�u d = pgcd(m,n).
(b) Montrer que

(
a
p

)
≡ a

p−1
2 mod p. En d�eduire (1).

(c) Soit ψ un caract�ere additif non principal. Consid�erons la somme de Gauss g = g
(
ψ,

(
∗
p

))
avec le

symbole de Legendre comme le caract�ere multiplicatif. Montrer que g2 =
(
−1
p

)
p.

(d) Montrer que l'anneau Z est int�egralement clos. C'est-�a-dire, si α ∈ Q est entier sur Z, alors α ∈ Z.
En d�eduire l'a�rmation suivante : si la congruence a ≡ bmodm (o�u a, b,m ∈ Z et m 6= 0) est v�eri��ee
dans un certain anneau des entiers alg�ebriques, alors elle est v�eri��ee dans Z.
(e) Utiliser la congruence (a+ b)q ≡ aq + bq pour montrer que gq ≡

(
q
p

)
gmod q dans l'anneau Z

[
e2πi/p

]
.

En d�eduire que gq−1 ≡
(

q
p

)
mod q dans Z.

(f) D�emontrer (3).
(g) Utiliser l'identit�e

√
2 = eπi/4 + e−πi/4 et la congruence (a+ b)p ≡ ap + bp pour montrer que

2(p−1)/2 =

{
1 si p ≡ ±1 mod 8,
−1 si p ≡ ±3 mod 8.

En d�eduire (2).
(h) D�eterminer

(
534
997

)
.

Exercice 3. (Symbole de Jacobi) Soit b un entier positif impaire. �Ecrivons b = p1 · · · pm o�u les premiers
p1, . . . , pm ne sont pas forcement distincts. Pour a ∈ Z d�e�nissons le symbole de Jacobi par(a

b

)
=

(
a

p1

)
· · ·

(
a

pm

)
.

(a) V�eri�er la ¾ bi-multiplicativit�e ¿ du symbole de Jacobi :(a1a2

b

)
=

(a1

b

) (a2

b

)
;

(
a

b1b2

)
=

(
a

b1

) (
a

b2

)
.

(b) Montrer que a n'est pas un carr�e mod b si
(

a
b

)
= −1. Est-ce que la r�eciproque est vraie ?

(c) Soient a1, . . . , am des entier impairs. Montrer que

m∑
k=1

ak − 1
2

≡ a1 · · · am − 1
2

mod 2,

m∑
k=1

a2
k − 1
8

≡ a2
1 · · · a2

m − 1
8

mod 2.

(d) D�emontrer la loi de r�eciprocit�e pour le symbole de Jacobi :(
−1
b

)
= (−1)

b−1
2 ,

(
2
b

)
= (−1)

b2−1
8

et pour a et b impairs positifs (a
b

) (
b

a

)
= (−1)

a−1
2 · b−1

2 .

(e) D�eterminer
(

534
997

)
en utilisant le symbole de Jacobi.

(f) Soit b impair positif. Utiliser le th�eor�eme de Dirichlet pour montrer qu'il existe un in�nit�e des
premiers p v�eri�ant p ≡ 1 mod 8 et

(
p
b

)
= −1.

(g) Soit a ∈ Z. Montrer que les a�rmations suivantes sont �equivalentes.

1. Le nombre a est carr�e mod p pour tout premier p sauf un nombre �ni.

2. Le nombre a est positif et il est carr�e modn pour tout entier n non nul.

3. Le nombre a est un carr�e dans Z.
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