Université Bordeaux I — 2008/09 Théorie analytique des Nombres

Master de Mathématiques

Correction du DS

Sauf indication contraire :

— x est un nombre réel, x > 1;

— k, £, m, n et d sont des nombres naturels non nuls;
— p et g sont des nombres premiers.

Exercice 1. Rappelons les définitions des fonctions A de von Mangoldt et 1) de Chebychev :

A(n) = {logp sin=p",

0 si n n’est pas une puissance d’un nombre premier;
b@) = 3 A = Y logp.
n<z pk<z

Le but de cet exercice est de démontrer 'inégalité de Tchebychev
zlog2+ O(logz) < (z) < 2zlog2 + O ((log z)?) ,

et le « postulat de Bertrand » : pour tout z suffisamment grand il existe un premier p €|z, 2z].
(a) Posons

O(x) = Z logn = log(|z]!).

n<z

Montrer que
n+1

n
/ logtdt < logn < / log tdt.
Jn—1 Jn
En déduire I« expression analytique » de © :
O(z) = zlogz — x + O(log z).

(b) Montrer que
logn = Z A(d).

dln
En déduire I’« expression arithmétique » de © :
x
O(z) = Z P (7) .
n
n<x

(c) Donner I’expression analytique et l’expression arithmétique de O(z) — 20 (x/2).
(d) En déduire les inégalités

Y(z) — ¢(x/2) < wlog2 + O(logz) < (z) — (2/2) + P(z/3) < ¥(x).

(e) Montrer (1).
(f) Montrer que

Y(z) —Y(x/2) > (% log 2> z+ O ((logx)g) .

(g) Posons

O(z) = Z log p.

p<z

Montrer que 6(z) < 9 (z) < 6(z) + O (y/zlogz).
(h) Montrer que

0(2z) — 0(z) > (% log 2> z+ O (Vzlogz).

En déduire que pour tout z suffisamment grand il existe un premier p €]z, 2z].

Yu. Bilu

(5)



Solutions (a) On alogz <logn pour x € [n — 1,n] et logz > logn pour x € [n,n + 1]. Ceci implique

que
n n n+1 n+1
/ logtdt < / log ndt = logn, / log tdt > / log ndt = logn.
n n n n

-1 —1

Utilisons ces inégalités pour majorer et minorer O(z) :

n+1
O(z) = Z logn +log|z] < Z / log tdt + log =

1<n<|z]-1 1<n<|z] -1

L] z
:/ logtdt+logx§/ logtdt +logx = xlogx —x + 1 + logx.
1 1

O(z) = Z logn —log (|z] +1) > Z /nllogtdtlog(z+ 1)

2<n<[a)+1 2<n<a)+1
lz]+1 x
:/ logtdt—log(m+1)2/ logtdt —log(z + 1) =zloge —xz + 1 —log(x + 1),
1 1

ce qui démontre (2).
(b) Ecrivons n = p§* ---p%. Alors pour d|n on a A(d) # 0 si et seulement si d est de la forme p¥ avec
1 <k < a;; dans ce dernier cas on a A(d) = logp;. On obtient

ZA(d) = Zilogpi = Zai log p; = logn.
dn i=1 k=1 i=1

Ceci implique que

0@ =Y. Y A=Y A=Y Y @)=Y v(=).

n<z dln dm<z m<x d<z/m m<z
(¢) Ona
O(x) —26 (%) =21 2(Z10g 2 — ) + Ollog ) = wlog2 + O(log z) (6)
T 5 =zlogr — 20g2 2 ogx) = xlog 0g x),
T T T T T x
ow-20(3) =20 ()2 Z vlz)=vw e (G) o) v () -
(d) Si la série alternée a; —as +az —ag+ ... avec a3 > az > az > ... > 0 converge vers S alors les

sommes partielles paires forment une suite croissante convergent vers S et les sommes partielles impaires
forment une suite décroissante convergent vers S. Autrement dit,

ar—as<ag—as+taz—as <...<S<...<ay1—azx+a3z3<a;.
Dans notre cas on obtient
Y(x) —¢(2/2) < O(2) < Y(2) —Y(2/2) + P(z/3) < Y(2),

ce qui montre (3) en utilisant (6).
(e) La minoration ¥ (z) > xlog2 + O(log z) est déja établie. Maintenant posons k = |log, |. Alors

vla) = (v = (3)) + (0 (5) ~ () -+ (v (5=) — 0 (%))
< z(log2) (1 + % + i + .. ) +O(klog z)
< 2zlog2+ O ((logz)?).
(f) Ona
Y(x) — ¥(x/2) + (x/3) > xlog 2 + O(log z),
(z/3) < 2§ log2 + O ((log z)?)



ce qui implique (4).
(g) L’inégalité 6(z) < ¢(x) est évidente. De plus,

¥(z) =0(z) + Z log p.

pk <z
k>2

La somme est majorée par

log Z 1<logz | vV + Z 1| <logz (Va + xlogyz) = O (Valogz) .
2§k§§;g21 SSkfiggz
(h) L’inégalité (5) est une conséquence immédiate des étapes précédentes. Elle implique que 6(2z) > 6(x)
pour z suffisamment grands, ce qui signifie qu’il existe p €]z, 2x].
Exercice 2. Dans cet exercice on démontre le théoréme principal de convergence des séries de Dirichlet et on établit

certaines de ses conséquences.
(a) Soient a et b des nombres réels positifs. Montrer que pour tout s € C avec o = Res > 0 on a

S

eas_ebs < e _ ¢

=20 o bo ’
o
(b) Supposons que la série de Dirichlet

> o (7)
n=1

converge pour un certain s = sg. Montrer que pour tout § > 0 la série converge uniformément sur I’ensemble
s
{sEC:\arg(s—soNSE—é}. (8)

(¢) En déduire l’existence, pour toute série de Dirichlet, de o9 € RU {£o00} (appelé I’abscisse de convergence) tel que la
série converge dans le demi-plan Re s > o vers une fonction holomorphe sur ce demi-plan, et diverge dans le demi-plan
Res < op.

(d) Enoncer la définition de 1’abscisse de convergence absolue d’une série de Dirichlet. Montrer que 'abscisse de conver-
gence og et I'abscisse de convergence absolue g vérifient

oo <09 < oo+ 1.

Les inégalités a gauche et a droite peuvent-elles étre améliorées ?
(e) Supposons que les sommes S, = a1 + - - - + ap sont bornées indépendamment de n. Montrer que pour la série (7) on
a oo < 0.

b

Solutions (a) On peut supposer que a > b > 0. On a a e* —e” =3 f; e”%dz, ce qui implique

a a
’e“s — ebs| < |s|/ |€”®| dx = \s\/ e dr = Il (e* — eb”) .
b b o

(b) En replagant a, par a,n"*°, on peut supposer sy = 0. Fixons £ > 0. Puisque la série Y - a,
converge, il existe N tel que |a,, + -+ a,| < € si

n>m>N. 9)

Fixons m et n vérifiant (9), puis posons Sy = a; + -+ + ag pour k > m et S,,—1 = 0. Alors |Sg| < e
pour tout k. On obtient

n a n 1 n S n—1 S S n—1 1 1
k _ _ 2o Ok k___Pn — _
Y= e sop=Y - ¥ gt X5 (5 g
k=m k=m k=m k=m—1 k=m
d’ont
n n—1
ak 1 1 1
< _ - =
k;nk;s =¢ n‘7+k§m 1)




Si maintenant |arg(s)] < 5 —d et s # 0 alors 0 = Res >0 et % <A, ot A=1/sind. Aussi, I'étape

précédente implique que
Is| (1 1 1 1
<—|—-—-—— )<A= ——].
o \k (k+1)°) ko (k+1)°
ar

n—1
1 1 1 1
< T — = — < .
s _A€<”U+k m(kg (k+1)‘7>> AamJ_AE

1 1
ks (k+1)®

On obtient

n

k=m

Nous avons montrer que |ZZ:m 2| < Ae pour tous m et n vérifiant (9). Puisque A ne depend pas de s,

le critere de Cauchy implique la convergence uniforme dans le domaine

{sEC:\arg(sﬂSg—(S}.

(¢) On pose op =inf{Res: (7) converge en s}. Par la définition de oy, la série (7) diverge sur le demi
plan Re s < 0¢. Puis, tout compact contenu dans le demi plan Re s > o est contenu dans un domaine (8)
pour un certain so ou la série (7) converge, et un certain 6 > 0. La série (7) converge donc uniformément
sur tout compact contenu dans le demi plan Res > 0. Ceci montre qu’il converge vers une fonction
holomorphe sur ce demi plan.

(d) L’abscisse de convergence absolue G de la série (7) est ’abscisse de convergence du série

o lan
>l a
n=1

Puisque la convergence absolue implique la convergence simple, on a 6y > 0¢. Puis, pour tout € > 0 la
série (7) converge en s = op + €, ce qui implique que la suite (a,n"7°7¢) est bornée, ce qui implique
que la série (10) converge en s = g + 1 + 2¢, ce qui implique que g < 0g + 1 + 2¢. Ceci montre que
o0 < og+ 1.

Pour toute série & coeflicient positifs, par exemple, pour la (-série
1

oo 1

nel 75 On a og = 0g. Puis, la

n—1

série Y 0, (_2)0 converge en tout o > 0 en tant qu'une série alternée’, ce qui implique que pour cette
série o = 0. Puisque pour cette série 69 = 1, I'inégalité 61 < og + 1 ne peut pas étre améliorée.
(e) Le théoreme de Abel-Dirichlet affirme que la série Y a,b, converge si les sommes a + - - - + a,, sont
bornées et si (b,) est une suite positive décroissante, b, — 0. En particulier, la serie ) | =2 converge pour
o > 0. D’ou le résultat.

(Voici la démonstration du Théoreme d’Abel-Dirichlet. . Posons S,, = aj + - - - 4+ a,,. Par 'hypothese,
il existe A > 0 tel que |S,,| < A pour tout n. Fixons € > 0 et supposons que b, < & pour n > ng(e). En

utilisant la sommation partielle

n n—1
> arbi = Spbp — Sm—1bm + Y Sk(be — big),
k=m k=m

on obtient, par la décroissance de la suite (b,,), que pour n > m > ng(e)

n n—1
> arbi| < Aby + Aby, + A (b, — bryr) = 24by, < 24e,
k=m k=m

et la série converge par Cauchy.)

Exercice 3. Dans cet exercice on établit ’asymptotique pour le nombre moyen des diviseurs d’un nombre entier. On note
par w(n) le nombre de diviseurs premiers de n et par d(n) le nombre de diviseurs de n.
(a) Soit n=pJt-- pi* avec p; # p; pour 1 <i < j < s. Déterminer d(n).

(b) Montrer que pour n > 3 on a w(n) = O (log)lgogn).

(c) En déduire que pour tout § > 0 on a d(n) = o(n?).
(d) Montrer que pour tout A > 0 il existe une infinité de n pour lesquels d(n) > (logn)2.

lune série du type by —ba 4+ b3z —bg + ... avec by > by > ba > ... >0



(e) Utiliser la formule sommatoire d’Euler-MacLaurin
b _
> g = [ s By (70 - 1@) + [ B s @ (@be, fe o)
a<n<b a
pour montrer qu’il existe une constante v (la constante d’Euler) telle que

1 1
Z leogz-l—v-i-O(f).
n T

n<x

Sam =3 [2].

(f) Montrer que

(g) En déduire 'asymptotique

Z d(n) = zlogz + Az + O(V/x)

n<z

avec un certain A € R, et exprimer A en fonction de la constante d’Euler.

Solutions (a) Chaque diviseur de n est du type p|* - - p%= avec 0 < v; < a;. Puisque il y a a; + 1 chois
possible pour v;, le nombre total des diviseurs est (a1 +1)---(as + 1).

in=p{*---pl avec p; < p < ...< ps alors pp > k, et on obtien
b) Si I @ 1 >k, et btient

logn >logpy + - +logps > logl+---+1logs=slogs— s+ O(logs)

(voir Exercice 1 (a)), d’oit s = O ( log n. )

loglogn
(c) Puisque n = p{*---p% > 20T+ onas<ay+---+as <logyn, ce qui implique

d(n) = (a1 +1) (a5 + 1) < <a1+"'+as+8>8§ (210an>

S S

logn

avec une certaine
loglogn

La fonction z — (A/x)® est croissante sur I'intervalle [1, A/e], et comme s < C
constante C, pour n suffisamment grand on a

log n

21log, n\ ° 2logo n Croetogn log n log log 1 log log 1
d(n)g( B2 ) g( &2 > — O RR=") — O(MR") = o),

s C logn
loglogn

ce qui montre que d(n) = o(n’) pour tout & > 0.
(d) Soient (o) la suite des nombres premiers (c’est-a-dire,

p1:27 p2:35 p3:5a)

Posons ng = p; ... pg. Puisque pp = O(klogk) par Tchebychev, on a nj < (Cklog kz)k pour un certain
constante C, d’oti log ny, = O(klog k). D’autre part, d(ny) = 2*, ce qui implique que d(ny,) # O ((1og nk)A)
pour tout A > 0.

(e) Posons b = |z]. Alors on a

bar 1 11 b dt
27—14— Z *_14— t+2<_1> /B f—lgb—F +% /1B(t)iT2

n<lx 1<n<b
Puisque la fonction B est bornée, I'intégral f1 t) dt converge. En posant v = 4+ — / 100 B (t)f—zt, on obtient
b1 dt 1 > dt
Zn logb+7+f+/ B logb+7+2b+0(/ t2) logb+7+0( )
n=1 b

Finalement, on rappelle que b = |z, ce qui implique que O (%) =0 (%) et que

logb = log x + log <1— T LxJ) =logz+ O (1>
x

T



(f) On a

dodm) =) > 1=14],

n<x n<x km=n

ou A est Pensemble des couples (k,m) € N* x N* vérifiant km < z. Pour le cardinal de cet ensemble on
a
x
=3 1=3 ¥ =35
km<zx k<zx m<z/k k<z

(g) On définit les ensembles
B={(k,m)e A:k <z}, C={(k,m)e A:m <z}, D ={(k,m) e N"xN*: k,m <z} .
Puisque A= BUC, D=BNC et |B|=|C|, on a

|Al = [B| +|C| = [D| = 2|B| = [DI.

Puis,

Bl= Y Y 1=Y |7 =X t+ovm=c Y £ +0(a)

k</z m<z/k k< /Z K<z K<z

D’apres la question (e), on obtient que

|B| =2 (logx+’y+0 <;)> +O(Vx) = zlogz + vz + O(Vx).

Pour 'ensemble D on a
ID| = |Vz)* =z + O(Va).
On obtient finalement

> d(n) = |A| =2|B| - |D| = zlogz + (2y — 1)z + O(v/).

n<lz

En particulier, A = 2v — 1.



