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Sauf indication contraire :

— x est un nombre réel, x > 1;

— k, £, m, n et d sont des nombres naturels non nuls;
— p et g sont des nombres premiers.

Exercice 1. [15 pts| Rappelons les définitions des fonctions A de von Mangoldt et ¢ de Chebychev :

1 in=pk
A(n)—{ng sin =p~,

0 si m n’est pas une puissance d’un nombre premier;
d(@) =Y An)= > logp.
n<z pF<z

Le but de cet exercice est de démontrer I’inégalité de Tchebychev

zlog2+ O(logz) < 9(z) < 2xlog2 + O ((logz)?), (1)
et le « postulat de Bertrand » : pour tout z suffisamment grand il existe un premier p €]z, 2x].
(a) [2 pts] Posons

O(x) = Z logn = log(|z]!).

n<zx

Montrer que
n+1

/ logtdt <logn < / log tdt.
n—1

n

En déduire I’« expression analytique » de © :
O(z) = zlogx — x + O(log x).

(b) [3 pts] Montrer que

logn = Z A(d).

d|n
En déduire I’« expression arithmétique » de © :
x
o(x) = (%)
(2) §<j v

(c) [2 pts] Donner l'expression analytique et I’expression arithmétique de ©(z) — 20 (z/2).
(d) [1 pt] En déduire les inégalités

() = ¥(z/2) < wlog2 + O(logz) < P(x) — ¥(x/2) +(x/3) < (x).
(e) [2 pts] Montrer (1).
(f) [2 pts] Montrer que '
vlo) = w(e/2) > (Flog2) o +0 ((082)?).

(g) [2 pts] Posons
O(x) = Z log p.

p<z



Montrer que 0(x) < ¢ (z) < 0(x) + O (y/zlogz).
(h) [1 pt] Montrer que

2
0(2x) — 0(z) > (3 log 2> z+ 0 (Vzlogz) .
En déduire que pour tout x suffisamment grand il existe un premier p €]z, 2x].

Exercice 2. [12 pts] Dans cet exercice on démontre le théoréme principal de convergence des séries de
Dirichlet et on établit certaines de ses consequences.
(a) [2 pts] Soient a et b des nombres réels positifs. Montrer que pour tout s € C avec 0 = Res > 0on a

|eas _ebs| < M ’eaa o eba
= 4 .
(b) [4 pts] Supposons que la série de Dirichlet
“a
o ®)
n=1

converge pour un certain s = sg. Montrer que pour tout § > 0 la série converge uniformément sur I’en-
semble

{sGC:|arg(sfso)|§g75}.

(c¢) |2 pts] En déduire existence, pour toute série de Dirichlet, de op € RU {400} (appelé I'abscisse
de convergence) tel que la série converge dans le demi-plan Re s > o vers une fonction holomorphe sur
ce demi-plan, et diverge dans le demi-plan Re s < oy.

(d) [2 pts] Enoncer la définition de I’abscisse de convergence absolue d’une série de Dirichlet. Montrer
que l'abscisse de convergence o et ’abscisse de convergence absolue & vérifient

o9 <09 <og+1.

Les inégalités & gauche et & droite peuvent-elles étre améliorées 7
(e) [2 pts] Supposons que les sommes S,, = a; + - - - + a,, sont bornées indépendamment de n. Montrer
que pour la série (2) on a g9 < 0.

Exercice 3. [13 pts] Dans cet exercice on établit ’asymptotique pour le nombre moyen des diviseurs
d’un nombre entier. On note par w(n) le nombre de diviseurs premiers de n et par d(n) le nombre de
diviseurs de n.

(a) [1 pt] Soit n=pi*---p% avec p; # p; pour 1 <i < j <s. Déterminer d(n).

b) [2 pts] Montrer que pour n > 3 on a w(n) = O <lolg°1gogn>.

(
(c) [2 pts] En déduire que pour tout d > 0 on a d(n) = o(n®).
(d) [2 pts] Montrer que pour tout A > 0 il existe une infinité de n pour lesquels d(n) > (logn
(e) [2 pts] Utiliser la formule sommatoire d’Euler-MacLaurin

)2

b

> fn) = / fwdu— By - (f(b) — f(a)) + / Bi(u)f'(w)du  (a,b€Z, fe€Ca,b])

a<n<b a
pour montrer qu’il existe une constante v (la constante d’Euler) telle que

1 1
Zzlogm+7+0<).
n x

n<z

(f) [2 pts] Montrer que

(g) |2 pts] En déduire 'asymptotique
Z d(n) = zlogz + Az + O(y/x)

n<x

avec un certain A € R, et exprimer A en fonction de la constante d’Euler.



