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Sauf indication contraire :
� k, `, m, n et d sont des nombres naturels non nuls ;
� p et q sont des nombres premiers.
Vous pouvez utiliser les formules suivantes :

Sommation par parties Soit (ak) une suite de nombres complexes, ` ≤ m ≤ n, et soit b(t) une fonction C1 sur l'intervalle
[m,n]. Posons A(t) =

∑
`≤k≤t ak. Alors

n∑
k=m

akb(k) =
[
A(t)b(t)

]n
m−
−
∫ n

m
b′(t)A(t)dt.

Formule sommatoire d'Euler-Maclaurin Soient a, b ∈ Z v�eri�ant a < b. Alors pour f ∈ Cm[a, b] et m ≥ 1 on a

∑
a<n≤b

f(n) =

∫ b

a
f(x)dx+

m∑
k=1

(−1)kBk

k!
·
[
f (k−1)(x)

]b
a

+
(−1)m−1

m!

∫ b

a
B̃m(x)f (m)(x)dx. (1)

Exercice 1 Pour n ∈ N on note r(n) le nombre de solutions de l'�equation x2 + y2 = n avec (x, y) ∈ Z2. Par exemple,
r(1) = 4, les solutions �etant

02 + 12 = 02 + (−1)2 = 12 + 02 = (−1)2 + 02 = 1.

Le but de cet exercice est de montrer que π est un ordre moyen pour r(n). Plus pr�ecis�ement, pour x ≥ 1 on a∑
n≤x

r(n) = πx+O(
√
x). (2)

1. D�eterminer r(0), r(2), r(3), r(4), r(5). La fonction r (restreinte �a N∗) est-elle multiplicative ?

2. �Etablir une relation entre la somme
∑

n≤x r(n) et le nombre de points entiers �a l'int�erieur d'un certain cercle.

3. Montrer les in�egalit�es

π(
√
x−
√

2)2 ≤
∑
n≤x

r(n) ≤ π(
√
x+
√

2)2. (3)

Conclure.

1. On a
r(0) = 1, r(2) = 4, r(3) = 0, r(4) = 4, r(5) = 8.

La fonction r (restreinte �a N∗) n'est pas multiplicative parce que r(1) 6= 1.

2. La somme
∑
n≤x r(n) est �egale au nombre de solutions (u, v) ∈ Z2 de l'in�egalit�e u2 + v2 ≤ x, ce qui est

le nombres de points entiers dans le cercle ferm�e de centre (0, 0) et de rayon
√
x.

3. A tout point entier (u, v) on associe le carr�e aux sommets (u, v), (u+1, v), (u, v+1), (u+1, v+1). Alors le
nombre de points entiers est �egal �a l'aire de la r�eunion de ses carr�es. Si le point est situ�e dans le

√
x-cercle 1,

alors son carr�e est contenu dans le (
√
x+
√

2)-cercle, ce qui implique que le nombre de points entiers dans le√
x-cercle est major�e par l'aire du (

√
x+
√

2)-cercle, c'est-�a-dire, par π(
√
x+
√

2)2. Ceci d�emontre l'in�egalit�e
�a droite du (3).

D'autre part, la r�eunion des carr�es associ�es aux points entiers dans le
√
x-cercle contient le (

√
x −
√

2)-
cercle, ce qui signi�e que le nombre de points entiers dans le

√
x-cercle est minor�e par π(

√
x−
√

2)2. Ceci
d�emontre l'in�egalit�e �a gauche du (3).

Puisque
π(
√
x±
√

2)2 = πx± 2π
√

2
√
x+ 2π = πx+O(

√
x),

ceci d�emontre (2).

1. Ici et dans la suite le r-cercle signi�e le cercle ferm�e de centre (0, 0) et de rayon r.
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Exercice 2 Le but de cet exercice est de d�emontrer le ¾ postulat de Bertrand ¿ : pour tout x su�samment grand il existe
un premier p ∈]x, 2x].

Rappelons les d�e�nitions des fonctions Λ de von Mangoldt et ψ de Tchebychev :

Λ(n) =

{
log p si n = pk,

0 si n n'est pas une puissance d'un nombre premier;

ψ(x) =
∑
n≤x

Λ(n) =
∑
pk≤x

log p.

1. Posons T (x) =
∑

n≤x logn = log
(
bxc!

)
. Montrer que

T (x) = x log x− x+O(log x), T (x) =
∑
n≤x

ψ
(x
n

)
(¾ l'expression analytique ¿ et ¾ l'expression arithm�etique ¿ pour T (x)).

2. Donner l'expression analytique et l'expression arithm�etique de T (x)− 2T (x/2). En d�eduire les in�egalit�es

ψ(x)− ψ(x/2) ≤ x log 2 +O(log x) ≤ ψ(x)− ψ(x/2) + ψ(x/3) ≤ ψ(x). (4)

3. Montrer que ψ(x) ≤ (2 log 2)x+O
(
(log x)2

)
.

4. Montrer que

ψ(x)− ψ(x/2) ≥
(

1

3
log 2

)
x+O

(
(log x)2

)
. (5)

5. Posons θ(x) =
∑

p≤x log p. Montrer que

θ(x) ≤ ψ(x) ≤ θ(x) +O
(√
x log x

)
. (6)

En d�eduire que

θ(2x)− θ(x) ≥
(

2

3
log 2

)
x+O

(√
x log x

)
. (7)

Conclure.

1. Utilisant (1) avec a = 1, b = bxc, m = 1 and f(t) = log t, on obtient

T (x) = bxc
(
logbxc − 1

)
− 1

2
logbxc+

∫ bxc
1

B̃1(t)

t
dt.

Pour l'int�egral on a la majoration∣∣∣∣∣
∫ btc
1

B̃1(t)

t
dt

∣∣∣∣∣ ≤ 1

2

∫ bxc
1

dt

t
=

1

2
logbxc,

ce qui montre que T (x) = F (bxc) +O(log x) avec F (x) = x(log x− 1). Puisque F ′(x) = log x, le th�eor�eme
des accroissements �nis implique qu'il existe ξ ∈

[
bxc, x

]
tel que∣∣F (x)− F (bxc)

∣∣ = (x− bxc) log ξ ≤ log x.

On a montr�e que T (x) = F (x) +O(log x).
Puis, pour n = pa11 · · · pass on a

log n = a1 log p1 + · · ·+ as log ps =
∑
pk|n

log p =
∑
m|n

Λ(m),

ce qui implique

T (x) =
∑
n≤x

∑
m|n

Λ(m) =
∑
mk≤x

Λ(m) =
∑
k

∑
m≤x/k

Λ(m) =
∑
k

ψ
(x
k

)
.

2. On a

T (x)− 2T
(x

2

)
= x log x− x− 2

(x
2

log
x

2
− x

2

)
+O(log x) = x log 2 +O(log x),

puis

T (x)− 2T
(x

2

)
=
∑
k

ψ
(x
k

)
− 2

∑
k

ψ
( x

2k

)
=
∑
k

(−1)k−1ψ
(x
k

)
.

Si a1, a2, a3, . . . est une suite d�ecroissante de nombres positifs avec
∑
k(−1)k−1ak = S, alors pour tout n on

a
2n∑
k=1

(−1)k−1ak ≤ S ≤
2n+1∑
k=1

(−1)k−1ak.

En particulier, on a (4).

2



3. L'in�egalit�e �a gauche de (4) implique que

ψ
( x

2k

)
− ψ

( x

2k+1

)
≤ x

2k
log 2 +O(log x) (k = 0, 1, 2, . . .).

Posons m = blog2 xc. Alors ψ(x/2m+1) = 0, ce qui implique

ψ(x) = ψ(x)− ψ
( x

2m+1

)
=

m∑
k=1

(
ψ
( x

2k

)
− ψ

( x

2k+1

))
≤ x

(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

2m

)
log 2 +O(m log x)

≤ 2x log 2 +O
(
(log x)2

)
.

4. Les questions pr�ec�edentes impliquent que

ψ(x)− ψ
(x

2

)
≥ x log 2 +O(log x)− ψ

(x
3

)
≥ x log 2− 2

x

3
log 2 +O

(
(log x)2

)
=

log 2

3
x+O

(
(log x)2

)
.

5. L'in�egalit�e θ(x) ≤ ψ(x) est �evidente par d�e�nition. Puis,

ψ(x) =
∑
p≤x

log p+
∑
p2≤x

log p+
∑
p3≤x

log p+ . . . = θ(x) + θ(x1/2) + θ(x1/3) + . . .

Puisque θ(x) ≤ x log x et θ(x1/k) = 0 pour k > log2 x, on a

ψ(x) = θ(x) + θ(x1/2) +
∑

3≤k≤log2 x

θ(x1/k)

≤ θ(x) + x1/2 log x1/2 + (log2 x)x1/3 log x1/3

= θ(x) +O(x1/2 log x),

ce qui d�emontre (6). L'in�egalit�e (7) est une cons�equence imm�ediate de (5) et (6). Elle implique que
θ(2x) > θ(x) pour x assez grand, ce qui signi�e que il y a un premier p ∈]x, 2x].

Exercice 3 Le but de cet exercice est de d�emontrer le th�eor�eme suivant : si la s�erie de Dirichlet F (s) =
∑∞

n=1
an
ns

converge
en un certain s = s0, alors elle converge dans le demi-plan Re s > Re s0 vers une fonction holomorphe dans ce demi-plan.

1. Montrer qu'on peut supposer que s0 = 0.

2. Supposons que la s�erie
∑∞

n=1 an converge. Utiliser la sommation par parties et le crit�ere de Cauchy pour montrer que,
pour tout θ ∈ [0, π/2[ la s�erie F (s) converge uniform�ement dans le secteur | arg s| ≤ θ.

3. Conclure.

1. En replacant la s�erie donn�ee par
∑∞
n=1

bn
ns avec bn = an/n

s0 , on peux supposer que s0 = 0.

2. Fixons δ > 0. La convergence de la s�erie
∑∞
n=1 an implique qu'il existe m = m(δ) tel que pour tout

n ≥ m on a
∣∣∣∑m≤k≤n ak

∣∣∣ < δ. Posant A(x) =
∑
m≤k≤x et utilisant la sommation par parties, on obtient∑

m≤k≤n

ak
ks

=
A(n)

ns
+ s

∫ n

m

A(t)

ts+1
dt.

Puisque |A(t)| < δ pour t ≥ m, on trouve que pour σ = Re s > 0∣∣∣∣∣∣
∑

m≤k≤n

ak
ks

∣∣∣∣∣∣ ≤ δ + |s|δ
∫ n

m

dt

tσ+1
≤ δ

(
1 +
|s|
σ

)
.

On a montr�e que, pour n ≥ m et pour tout s dans le secteur | arg s| ≤ θ∣∣∣∣∣∣
∑

m≤k≤n

ak
ks

∣∣∣∣∣∣ δ
(

1 +
1

cos θ

)
.

Par le crit�ere de Cauchy, ceci implique la convergence uniforme de notre s�erie dans ce secteur.
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3. Toute partie compacte du demi plan Re s > 0 est contenue dans le secteur | arg s| ≤ θ pour un certain
θ ∈ [0, π/2[. La s�erie converge donc sur le demi plan, uniform�ement sur chaque compact. La somme est donc
holomorphe sur le demi plan.

Exercice 4 Soit f(n) une fonction arithm�etique v�eri�ant |f(n)| ≤ na pour n > 1, o�u a est un nombre r�eel.

1. Supposons que f est multiplicative. D�emontrer la formule de produit d'Euler :

L(s, f) =
∏
p

∞∑
k=0

f(pk)

pks
(Re s > a+ 1).

2. Supposons que f est compl�etement multiplicative. �Enoncer et d�emontrer la formule de produit pour L(s, f).

1. Pour tout p la s�erie
∑∞
k=0

f(pk)
pks

converge absolument pour Re s > a, la s�erie
∑∞
n=1

f(n)
ns converge ab-

solument pour Re s > a+ 1. Ceci d�ecoule de la comparaison avec les s�eries
∑∞
k=0

1
pk(σ−a)

et
∑∞
n=1

1
nσ−a ,

respectivement, o�u σ = Re s.
Notons par P (n) le plus grand diviseur premier de n. Fixons N > 0. Le ¾ th�eor�eme fondamental d'arith-

m�etique ¿ et la multiplicativit�e de la fonction f impliquent que pour Re s > a

∏
p≤N

∞∑
k=0

f(pk)

pks
=

∑
n≥1

P (n)≤N

f(n)

ns
,

la multiplication des s�eries �a gauche �etant justi��ee par leur convergence absolue. On obtient que pour
Re s > a+ 1 ∣∣∣∣∣∣

∏
p≤N

∞∑
k=0

f(pk)

pks
−

N∑
n=1

f(n)

ns

∣∣∣∣∣∣ ≤
∑
n>N

P (n)≤N

∣∣∣∣f(n)

ns

∣∣∣∣ ≤ ∑
n>N

∣∣∣∣f(n)

ns

∣∣∣∣ .
La somme �a droite tend vers 0 lorsque N tend vers l'in�ni, d'o�u le r�esultat.

2. Si f est compl�etement multiplicative alors

∞∑
k=0

f(pk)

pks
=

1

1− f(p)p−s
.

On obtient la formule

L(s, f) =
∏
p

1

1− f(p)p−s
.
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