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Sauf indication contraire :

— k, £, m, n et d sont des nombres naturels non nuls;
— p et g sont des nombres premiers.

Vous pouvez utiliser les formules suivantes :

Sommation par parties Soit (az) une suite de nombres complexes, £ < m < n, et soit b(t) une fonction C! sur lintervalle
[m,n]. Posons A(t) = >, <; ax. Alors

n

S awb(k) = [Apn)]” - / b () At)dt.
=, -

Formule sommatoire d’Euler-Maclaurin Soient a,b € Z vérifiant a < b. Alors pour f € C™[a,b] et m > 1 on a

b mo g _1ym—1 b _
S s = [ sy EEE [0 s EU T ) @), ()
a k . a

|
a<n<b =1 m:

Exercice 1 Pour n € N on note r(n) le nombre de solutions de I’équation z2 + 32 = n avec (x,y) € Z2. Par exemple,
r(1) = 4, les solutions étant
02412 =024+ (-1)2=12402=(-1)24+02=1.
Le but de cet exercice est de montrer que 7 est un ordre moyen pour 7(n). Plus précisément, pour z > 1 on a
> r(n) =z + O(Va). (2)
n<x
1. Déterminer r(0), r(2), r(3), r(4), r(5). La fonction r (restreinte & N*) est-elle multiplicative ?
2. Etablir une relation entre la somme Y, __r(n) et le nombre de points entiers a I'intérieur d’un certain cercle.

3. Montrer les inégalités

(V- v2)? < Y r(n) < n(VE + V2)% (3)

n<x

Conclure.

1. Ona
r(0)=1, r(2)=4, r3)=0, r4) =4, r()=8.

La fonction r (restreinte & N*) n’est pas multiplicative parce que (1) # 1.

2. Lasomme > _ r(n) est égale au nombre de solutions (u,v) € Z? de l'inégalité u? + v? < x, ce qui est
le nombres de points entiers dans le cercle fermé de centre (0,0) et de rayon /.

3. A tout point entier (u, v) on associe le carré aux sommets (u,v), (u+1,v), (u,v+1), (u+1,v+1). Alors le
nombre de points entiers est égal & I’aire de la réunion de ses carrés. Si le point est situé dans le /z-cercle?,
alors son carré est contenu dans le (y/z + v/2)-cercle, ce qui implique que le nombre de points entiers dans le
V/z-cercle est majoré par Iaire du (/x4 v/2)-cercle, c’est-a-dire, par 7(y/z + v/2)2. Ceci démontre l'inégalité
a droite du (3).

D’autre part, la réunion des carrés associés aux points entiers dans le \/z-cercle contient le (y/z — v/2)-
cercle, ce qui signifie que le nombre de points entiers dans le \/z-cercle est minoré par 7(y/z — v/2)2. Ceci
démontre 'inégalité a gauche du (3).

Puisque

7(vVr +V2)? = mx £ 21V2Vx 4 21 = 1z + O(Vx),

ceci démontre (2).

1. Ici et dans la suite le r-cercle signifie le cercle fermé de centre (0, 0) et de rayon 7.



Exercice 2 Le but de cet exercice est de démontrer le « postulat de Bertrand » : pour tout z suffisamment grand il existe
un premier p €]z, 2z].
Rappelons les définitions des fonctions A de von Mangoldt et ¢ de Tchebychev :

c o ok
A(n):{lng sin=p-,

0 si n n’est pas une puissance d’un nombre premier;
w(@) =S Am) = 3 logp.
n<w pF<a

1. Posons T(z) = >, <, logn = log(|z]!). Montrer que

T(z) = xlogz — = + O(log x), T(z) = Zw(f)

n<x

(« I’'expression analytique » et « I’expression arithmétique » pour T'(z)).
2. Donner l’expression analytique et I’expression arithmétique de T'(z) — 27 (z/2). En déduire les inégalités
¥(x) — ¢(x/2) < wlog2 + O(logz) < ¢(z) — (z/2) + P(z/3) < Y(z). (4)
3. Montrer que ¢ (z) < (2log2)z + O ((logz)?).
4. Montrer que

vle) — (e/2) > (Fl0a2) 2+ 0 ((10z0)?). %)
5. Posons 0(z) = 3>_,,, logp. Montrer que
0(x) < ¥(z) < 0(z) + O (Valog) . ©6)
En déduire que
0(22) — 0(z) > (§10g2) v+ 0 (Valogz) . 7)

Conclure.

1. Utilisant (1) avec a =1, b = |x], m =1 and f(¢) = logt, on obtient

=] g
T(z) = |z](log|z] — 1) — %1ongJ +/ Mdt.

1 t
1t &
1 t

ce qui montre que T(z) = F(|z]) + O(logz) avec F(z) = z(logx — 1). Puisque F’'(x) = logz, le théoreme
des accroissements finis implique qu’il existe £ € [|z],z] tel que

|[F(@) - F(l2))| = (x - |2])log€ < log.

On a montré que T'(z) = F(z) + O(log x).
Puis, pour n = p{*---p% on a

logn = arlogpy + -+ +aslogps = > logp=>_A(m),

Pour l'intégral on a la majoration

1 a1
<z B |
_2/1 ; 20gL$J,

pk|n m|n
ce qui implique
T
T() =Y Y Am)= 3 Am) =" > Am) =Y v (%)
n<x mln mk<x k m<z/k k
2. Ona
T T T T
T(x)—2T (§> =zlogx —x —2 (510g 5 5) + O(logx) = xlog2 + O(log x),
puis
_ i Ty _ R 11y (2
T(@)—2T (2) zkzw (k) 2;¢ <2k> Xk:( DA (k) '
Si a1,as,as, ... est une suite décroissante de nombres positifs avec Y, (—1)*~1a), = S, alors pour tout n on
a

2n 2n-+1
D () lap <8< Y (-1 ay
k=1 k=1
En particulier, on a (4).



3. L’inégalité & gauche de (4) implique que
x x
Posons m = |log, z|. Alors 9(x/2™+1) = 0, ce qui implique

(@) = (@) = (557
i( (3) — (55))

1
( 2m) log2 + O(mlogz)

zlog2 + O((log z)?).

K‘

H

4. Les questions précédentes impliquent que
log 2
P(x) — (%) > zlog2+ O(logz) — (g) > xlog2 — 2% log2 + O((log z)?) = —=~a + O((log )?).

5. L’inégalité 9(95) < 9(x) est évidente par définition. Puis,
(x) Zlogp+210gp+210gp+ = 0(x) + 0(z'/?) + 0(z/3) + ...
p<z p2<z p3<z
Puisque 6(z) < zlogx et 0(z'/*) = 0 pour k > log, z, on a
Y(x) =0(z) + 0@ )+ Y ()
3<k<log, =

< 0(z) 4+ 2'/?log z'/? + (log, z)z'/? log x/3

= 0(z) + O(z"/?log ),
ce qui démontre (6). L’inégalité (7) est une conséquence immédiate de (5) et (6). Elle implique que

0(2x) > 6(x) pour = assez grand, ce qui signifie que il y a un premier p €]z, 2z].

Exercice 3 Le but de cet exercice est de démontrer le théoréme suivant : si la série de Dirichlet F(s) = 1 % converge
en un certain s = sg, alors elle converge dans le demi-plan Re s > Re sp vers une fonction holomorphe dans ce demi-plan.
1. Montrer qu’on peut supposer que sop = 0.

2. Supposons que la série >°7° | an converge. Utiliser la sommation par parties et le critere de Cauchy pour montrer que,
pour tout 6 € [0, 7/2[ la série F'(s) converge uniformément dans le secteur |args| < 6.
3. Conclure.

1. En replacant la série donnée par Y > | 22 avec b,, = a,,/n*°, on peux supposer que sg = 0.

2. Fixons § > 0. La convergence de la série fo:l ap implique qu’il existe m = m(d) tel que pour tout
n>mona ’Zm<k<n ak‘ < 6. Posant A(x) =3, <, et utilisant la sommation par parties, on obtient

ap  A(n) /” A(t)
— =—"4s dt.

- 1
& ne T

m<k<n

Puisque |A(t)| < § pour t > m, on trouve que pour 0 = Res > 0

ai
E Zl<
s (5—&—“5/

m<k<n

(i)

On a montré que, pour n > m et pour tout s dans le secteur |args| <6

ag 1
— 1 .
Z ks 5( +cos€)

m<k<n

Par le critere de Cauchy, ceci implique la convergence uniforme de notre série dans ce secteur.



3. Toute partie compacte du demi plan Res > 0 est contenue dans le secteur | arg s| < 6 pour un certain
0 € [0,7/2[. La série converge donc sur le demi plan, uniformément sur chaque compact. La somme est donc
holomorphe sur le demi plan.

Exercice 4 Soit f(n) une fonction arithmétique vérifiant |f(n)] < n® pour n > 1, o1 a est un nombre réel.

1. Supposons que f est multiplicative. Démontrer la formule de produit d’Euler :

oo k
s ) =13 L)

p k=0 P

(Res>a+1).

2. Supposons que f est complétement multiplicative. Enoncer et démontrer la formule de produit pour L(s, f)-

k
1. Pour tout p la série > 77, féfs) converge absolument pour Res > a, la série > 7, fq(ﬁ) converge ab-

oo 1
n=1 no—a?

solument pour Res > a+ 1. Ceci découle de la comparaison avec les séries Y 7~ ﬁ et Y
respectivement, ot o = Res.

Notons par P(n) le plus grand diviseur premier de n. Fixons N > 0. Le « théoréme fondamental d’arith-
métique » et la multiplicativité de la fonction f impliquent que pour Res > a

— f(" f
Iyie- > o
PN

la. multiplication des séries & gauche étant justifiée par leur convergence absolue. On obtient que pour

Res>a+1
'S N
f") f(n)
> -2 X
p<N k=0 n=1 n>N
P(n)<N

fn)

nS

fn)

nS

<2

n>N

La somme & droite tend vers 0 lorsque N tend vers l'infini, d’ou le résultat.

2. Si f est completement multiplicative alors

o SY) 1
kz:(:) P 1= flp)p=e

On obtient la formule



