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Feuille 5 : caract�eres

Soit m un entier positif. On appelle un caract�ere additif (resp. multiplicatif ) de l'anneau Z/mZ un
caract�ere du groupe additif Z/mZ (resp., du groupe multiplicatif (Z/mZ)×). Sauf indication contraire, ψ
signi�e un caract�ere additif et χ signi�e un caract�ere multiplicatif de Z/mZ. L'�ecriture ψ 6= 1 ou χ 6= 1
signi�e que le caract�ere n'est pas principal. On �etend la d�e�nition d'un caract�ere multiplicatif χ sur
Z/mZ en posant χ(a) = 0 pour tout �el�ement non inversible de Z/mZ.

�A toute fonction f sur Z/mZ on associe son ¾ rel�evement ¿ f ◦ πm sur Z, o�u πm : Z→ Z/mZ est
la r�eduction modulo m. Par abus de notation ce rel�evement est aussi not�e par f . En particulier, �a tout
caract�ere (additif ou multiplicatif) de Z/mZ on associe son rel�evement sur Z, qui est appel�e un caract�ere

de Dirichlet (additif ou multiplicatif) modulo m.

1. (a) Montrer que le groupe de caract�eres additifs modulo m est cyclique. Montrer que le groupe
de caract�eres multiplicatifs modulo m est cyclique si m = pk est une puissance d'un premier
p > 2. (Utiliser le fait que le groupe (Z/mZ)× est cyclique si m = pk avec p > 2.)

(b) Soit χ un caract�ere multiplicatif modulo m. Montrer que χ(−1) ∈ {1,−1}.
(c) D�eterminer s'il existe un caract�ere multiplicatif χ modulo 7 v�eri�ant la condition indiqu�ee ; si

la r�eponse est positive, d�eterminer si un tel χ est unique :

χ(3) = −1; χ(3) =
1 + i

√
3

2
; χ(2) = −1; χ(2) =

1 + i
√

3

2
; χ(2) =

−1 + i
√

3

2
.

(d) D�eterminer s'il existe un caract�ere multiplicatif χ modulo 15 v�eri�ant la condition indiqu�ee ;
si la r�eponse est positive, d�eterminer si un tel χ est unique :

χ(−2) = −1; χ(4) = i; χ(2) = i et χ(7) = −1; χ(−4) = χ(7) = −1.

(e) Supposons qu'il existe un caract�ere multiplicatif χ modulo m et un a ∈ (Z/mZ)× tels que
χ(a) = i. Montrer que m admet un diviseur premier p ≡ 1 mod 4. Est-ce que la r�eciproque est
vraie ?

Dans la suite on suppose que m = p est un nombre premier, et on note par Fp = Z/pZ le
corps �ni de p �el�ements.

2. (sommes des Gauss) La somme de Gauss est

g(ψ, χ) =
∑
x∈Fp

ψ(x)χ(x),

o�u ψ est un caract�ere additif de Fp non principal et χ est un caract�ere multiplicatif (principal ou
non). Le but de cet exercice est de montrer que

|g(ψ, χ)| = √p. (1)

si χ n'est pas principal.

(a) Consid�erons l'espace vectoriel des fonctions f : Fp → C muni du produit scalaire d�e�ni par

(f.g) =
1

p

∑
x∈Fp

f(x)g(x).

Montrer que les caract�eres additifs forment une base orthonorm�ee de cet espace. En d�eduire
la ¾ formule de Parcevale ¿

(f.f) =
∑
ψ

|(f.ψ)|2,

pour toute f : Fp → C. (Le symbole
∑
ψ

signi�e une somme sur tous caract�eres additifs de Fp.)
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(b) Montrer que pour b ∈ Z, non divisible par p, on a

(χ.ψb) = χ(b)(χ.ψ).

(c) Montrer que |(χ.ψ1)| = |(χ.ψ2)| o�u les caract�eres additifs ψ1 et ψ2 ne sont pas principaux.

(d) D�eterminer (χ.ψ) avec ψ principal.

(e) D�eterminer (χ.χ).

(f) D�eterminer |(χ.ψ)| avec χ et ψ non principaux. (Indication : utiliser la formule de Parceval.)
En d�eduire (1).

3. (sommes exponentielles) Le but de cet exercice est de majorer la somme∑
x∈Fp

ψ(axr),

o�u r ∈ N∗, a ∈ F×p et ψ est un caract�ere additif non principal. (Ceci est �equivalent �a la majoration
de la somme

p−1∑
x=0

e
2πiaxr

p ,

avec a ∈ Z non divisible par p ; une telle somme s'appelle la somme exponentielle.)

(a) Consid�erons l'espace vectoriel des fonctions f : F×p → C muni du produit scalaire d�e�ni par

(f.g) =
1

p− 1

∑
x∈F×

p

f(x)g(x).

Montrer que les caract�eres multiplicatifs forment une base orthonorm�ee de cet espace.

(b) Exprimer les coordonn�ees de ψ|F×
p
dans cette base en terme de sommes de Gauss. En d�eduire

que

ψ(x) =
1

p− 1

∑
χ

g(ψ, χ̄)χ(x) (x ∈ F×p ).

(c) Montrer que ∑
x∈Fp

ψ(axr) =
1

p− 1

∑
χ 6=1

g(ψ, χ̄)χ(a)
∑
x∈F×

p

χr(x).

(d) Montrer que le nombre des caract�eres multiplicatifs v�eri�ant χr = 1 est d = pgcd(r, p− 1).

(e) Montrer que ∣∣∣∣∣∣
∑
x∈Fp

ψ(axr)

∣∣∣∣∣∣ ≤ (d− 1)
√
p.

(f) Supposons que p > 2. Montrer que ∣∣∣∣∣∣
∑
x∈Fp

ψ(ax2)

∣∣∣∣∣∣ =
√
p.

4. (th�eor�eme de Weil-Lang pour les polyn�omes diagonaux) Soit Φ(x) ∈ Fp[x] un polyn�ome
de n variables x = (x1, . . . , xn) sur Fp. Soit N(Φ) le nombre des solutions de l'�equation Φ(x) = 0
en x ∈ Fnp . Le th�eor�eme c�el�ebre de Weil-Lang a�rme que pour Φ absolument irr�eductible 1 on a∣∣N(Φ)− pn−1

∣∣ ≤ Cpn−1−1/2,
o�u la constante C ne d�epend que du degr�e de Φ et du nombre des variables n. Le but de cet exercice
est de d�emontrer ce th�eor�eme (en forme ra�n�ee) pour les polyn�omes diagonaux

Φ(x) = a1x
r1
1 + · · ·+ anx

rn
n (2)

(o�u a1, . . . , an ∈ F×p ) en n ≥ 3 variables.

1. c'est-�a-dire, irr�eductible sur la cl�oture alg�ebrique F̄p
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(a) Montrer que pour tout Φ ∈ Fp[x] on a

N(Φ) =
1

p

∑
ψ

∑
x∈Fnp

ψ(Φ(x)).

En d�eduire que

N(Φ) = pn−1 +
1

p

∑
ψ 6=1

∑
x∈Fnp

ψ(Φ(x)).

(b) Montrer que pour Φ diagonal, comme dans (2), on a

∑
x∈Fnp

ψ(Φ(x)) =

n∏
i=1

∑
x∈Fp

ψ (aix
ri) .

(c) En d�eduire que pour Φ diagonal on a∣∣N(Φ)− pn−1
∣∣ ≤ Cpn/2, (3)

o�u C = (d1 − 1) · · · (dn − 1) avec di = pgcd(ri, p− 1).

(d) L'in�egalit�e (3) implique que N(Φ) = pn−1 si l'un des di est 1. D�emontrer cette a�rmation
sans utiliser (3).

5. Soient a1, . . . , an ∈ Z, a1 · · · an 6= 0 et n ≥ 3. Montrer que pour tout premier p su�samment grand,
la congruence

a1x
r1
1 + · · ·+ anx

rn
n ≡ 0 mod p

admet une solution primitive (c'est-�a-dire, avec x1 · · ·xn 6≡ 0 mod p). (En particulier, pour a, b, c
entiers non nuls les congruences ax2 + by2 + cz2 ≡ 0 mod p et ax3 + by3 + cz3 ≡ 0 mod p admettent
des solutions primitives pour p su�samment grand.)

6. (in�egalit�e de P�olya-Vinogradov) Le but de cet exercice est de d�emontrer l'in�egalit�e de P�olya-

Vinogradov ∣∣∣∣∣∣
∑

A≤n≤B

χ(n)

∣∣∣∣∣∣ ≤ √p(1 + log p), (4)

o�u χ est un caract�ere de Dirichlet non principal modulo p et A,B sont des entiers, A ≤ B.

(a) Pour a ∈ Z on d�e�nit la fonction ψa : Z→ C par ψa(x) = e
2πiax
p . Expliquer le lien entre les

fonctions ψa et les caract�eres additifs de Fp. Montrer que pour a non divisible par p et pour
tous entiers A,B on a ∣∣∣∣∣∣

∑
A≤n≤B

ψa(n)

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

sin(πa/p)

(b) On note par ‖x‖ la distance entre x ∈ R et son plus proche entier :

‖x‖ = min
{
|x− n| : n ∈ Z

}
.

Montrer que | sin(πx)| ≥ 2‖x‖.
(c) Montrer que

p−1∑
a=1

1

‖a/p‖
≤ 2p(1 + log p).

(d) Consid�erons l'espace vectoriel des fonctions p-p�eriodiques f : Z→ C muni du produit scalaire
d�e�ni par

(f.g) =
1

p

p−1∑
n=0

f(n)g(n).

3



Montrer que les fonctions ψ0, . . . , ψp−1 forment une base orthonorm�ee de cet espace. Pour un
caract�ere de Dirichlet non principal χ, montrer que

|(χ, ψa)| =

{
0 si p | a,
1√
p si p - a.

(e) En d�eduire que ∣∣∣∣∣∣
∑

A≤n≤B

χ(n)

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1
√
p

p−1∑
a=1

∣∣∣∣∣∣
∑

A≤n≤B

ψa(n)

∣∣∣∣∣∣ .
Conclure.
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