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Sujets th�eoriques pour l'examen

1. L'in�nit�e des nombres premiers.

2. La fonction π(x). La d�emonstration de π(x) = o(x) en utilisant le crible d'�Eratosth�ene.

3. La fonction ζ de Riemann. Le produit d'Euler pour ζ(s).

4. Les fonctions θ(x) et ψ(x). Les relations entre les fonctions π, θ et ψ.

5. Le th�eor�eme de Tchebychev ψ(x) � x, et les cons�equences pour π(x) et θ(x).

6. L'asymptotique pour
∑
p≤x

log p
p .

7. L'asymptotique pour
∑
p≤x

1
p .

8. Fonctions arithm�etiques. Convolution. L'anneau des fonctions arithm�etiques. Ses �el�ements inver-
sibles.

9. La fonction de M�obius. L'inversion de M�obius. La formule pour la fonction d'Euler ϕ.

10. Les s�eries de Dirichlet formelles. La s�erie associ�ee �a une fonction arithm�etique. L'isomorphisme
entre l'anneau des fonctions arithm�etiques et l'anneau des s�eries de Dirichlet formelles.

11. S�eries de Dirichlet de τ(n), µ(n), ϕ(n), Λ(n).

12. Fonctions arithm�etiques �a croissance mod�er�ee et s�eries de Dirichlet convergentes.

13. Fonctions multiplicatives et compl�etement multiplicatives. Produits d'Euler.

14. Ordres moyens. L'asymptotique pour
∑
n≤x r2(n) avec r2(n) =

∣∣{(a, b) ∈ Z2 : a2 + b2 = n}
∣∣.

15. L'asymptotique pour
∑
n≤x τ(n).

16. Ordres extr�emaux, exemples : ω(n), Ω(n).

17. S�eries de Dirichlet de la variable complexe. Th�eor�eme principal de convergence.

18. Les abscisses de convergence et de convergence absolue. L'in�egalit�e σc ≤ σa ≤ σc + 1.

19. Convergence d'une s�erie
∑
ann

−s lorsque les sommes
∑
n≤N an sont born�ees.

20. S�eries de Dirichlet �a coe�cients positifs.

21. Croissance d'une s�erie de Dirichlet dans une bande verticale.

22. La formule de Perron. L'expression de ψ(x) comme une int�egrale de ζ ′/ζ.

23. D�emonstration de ζ(1 + iτ) 6= 0.

24. Caract�eres d'un groupe ab�elien �ni. L'isomorphisme Ĝ ∼= G.

25. Les sommes
∑
x∈G χ(x),

∑
χ∈Ĝ χ(x). Orthogonalit�e des caract�eres.

26. Caract�eres de Dirichlet additifs et multiplicatifs. S�eries de Dirichlet L(s, χ) : produit d'Euler,
comportement analytique sur le demi-plane Re s > 0.

27. Comportement de logL(s, χ) lorsque s→ 1+ (en admettant L(1, χ) 6= 0).

28. Th�eor�eme de Dirichlet sur les premiers dans les suites arithm�etiques : �enonc�e et d�emonstration (en
admettant L(1, χ) 6= 0).

29. Le polyn�ome
∏
χ∈Ĝ

(
1− χ(g)T

)
.

30. Le produit
∏
χ L(s, χ), sa domination d'une s�erie du type ζ.

31. D�emonstration de L(1, χ) 6= 0 pour χ 6= 1.
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