MHT?734 - DM 1 (semaine 39, & rendre semaine 41)

Texte (en roman) et corrigé (en italiques)

Nota. Les renvois aux résultats du cours font référence au polycopié de P.
Charpentier en ligne :

http://www.math.u-bordeauxl.fr/ pcharpen/enseignement
/fichiers-master1l/Analyse_Complexe.pdf

Probléme I (un théoréme de ’application ouverte « topologique »).
1.1 Soit f une application continue injective de D(0,1) dans C. Pour tout s
dans [0,1], on considére le lacet

vs 1t €(0,1] '—>f(162:r:) —f(—sleii:)

a) Rappeler ce qu’est la relation d’équivalence correspondant & ’homotopie entre
lacets libres (dans Uouwvert C* ). Quel est le groupe d’homotopie de C* (pour cette
relation d’équivalence) ?

Deux lacets continus 79 : [0,1] — C* et 71 : [0,1] — C* sont homotopes
(considérés comme lacets continus de C* & extrémités libres dans C*) si et
seulement si il existe une application continue F' : [0,1] x [0,1] — C* telle que

Vte[0,1], F(t,0) = ~(t)
Vit e [071]7 F(t,1) = m(t)
Vse[0,1], F(0,s) = F(1,s).

Le groupe d’homotopie de C* pour cette relation d’équivalence est isomorphe au
groupe d’homotopie de C* pour la relation d’équivalence entre lacets d’origine-
extrémité marquée a € C*, c’est-a~dire au groupe m1(C*,a) qui ne dépend pas
de a (& isomorphisme pres) et est le groupe 71 (C*) ~ Z. L’isomorphisme est
ici matérialisé par ¥ € 71 (C*) — Ind(y,0) = deg(y) € Z (on choisit un
représentant arbitraire v de la classe d’homotopie ).

b) Montrer que tous les s, s € [0,1], sont des lacets continus de support dans
C* et que vy et y1 sont homotopes dans I’homotopie entre lacets libres dans C*.
En déduire Ind(~p,0) = Ind(y1,0).

La définition de ~, est licite car, pour tout ¢t € [0, 1], les points

627,71'15 627,7rt

t = —
1—|—8’ ZQ(aS)

z1(t,s) = T

sont des points de D(0,1) (ensemble ou f est définie) lorsque s € [0, 1]. D’autre
part, ces deux points 21 (¢, s) et z2(t, s) sont distincts, car

z1(t,s) = z2(t,s) = s =—1,

ce qui est exclu. L'injectivité de f assure donc f(z1(t,s)) # f(z2(t,s)) lorsque
(s,t) parcourt [0,1] x [0, 1]. Le lacet s a donc son support dans C* pour tout
s € [0,1]. Cest un lacet continu comme composé d’applications continues.



Pour réaliser une homotopie entre lacets libres (de C*) entre 7y et 1, on pose,
pour (t,s) € [0,1] x [0, 1],
F(t,s) =vs(t).

La fonction F' est une fonction continue de [0, 1]? dans C*, avec F(0,s) = F(1, s)
pour tout s € [0, 1]. La fonction F réalise ainsi (par définition, rappelée au 1.1.a)
ci-dessus) I'’homotopie entre lacets libres dans C* entre les lacets vy (s = 0) et
7 (s=1).

Comme la forme dz/z est fermée dans C* et que g et 1 sont homotopes dans
I’homotopie entre lacets libres de C*, on a (Théoreme 1.3.1 du cours)

1 dz 1 dz
Ind(’yo,()) = % 7 = ﬂ ? = IIld(’yl,O) .

Yo 71
1.2 Montrer qu’il existe une fonction continue ¢1 : [0,1] — C telle que l’on ait
y1(t) = exp(c1(t)) pour tout t € [0,1]. Vérifier' qu’il existe deux entiers relatifs
ki et ly tels que

VEe[0,1/2], ei(t+1/2) —er(t) = (2k + )i
Vie[1/2,1], et —1/2) —ea(t) = (20 + 1)in.

Comme 7, est un lacet de C*, il existe un relevement continu ¢; : [0,1] — C tel
que y1(t) = exp(cy1(t)). Il suffit pour cela de remarquer que la forme dz/z est
fermée dans C*, donc localement exacte au voisinage du support de 1, puis de
choisir (il en existe d’apres la Proposition I1.3.1 du cours) une primitive F de dz/z
le long de v1. Si tg € [0, 1], on sait (toujours la Proposition 1.3.1, couplée avec
la Définition 1.3.2) que F coincide dans un voisinage V (y(to)) de v(to) avec une
détermination Fj, du logarithme (i.e. une primitive de dz/z). Sit est assez voisin
de to pour que y(t) € V(y(to)), on a donc y(t) = exp[Fi, (7(t))] = exp[F (v(¢))].
La fonction ¢; = F o, convient donc.

On remarque que, si t € [0,1/2],

1 .. 1 ..
71(t+ 1/2) — f( _ 562171-15) _ f(iemﬂ-t) — _’Yl(t),
et donc
vte[0,1/2), exp(ealt+1/2) () = 1.
Comme la fonction
ts er(t+1/2) — e (t)

est continue sur [0,1/2], et & valeurs dans le réseau im(2Z+1), elle est constante,
égale & (2k1 + 1)im; c’est la premiere formule voulue. On a aussi, si t € [1/2,1],

(e -1/2) = 7 - 567) = £(565) = (o),

donc aussi

Vt€[0,1/2], exp (cl(t —1/2) - cl(t)) — 1.

1On se servira du fait que 1 (t+1/2) = —v1(t) pour tout ¢ € [0,1/2], v1(t —1/2) = —v1(t)
pour tout ¢ € [1/2,1].



Comme la fonction
t—c(t—1/2) —c1(t)
est continue sur [1/2, 1], et & valeurs dans le réseau im(2Z+1), elle est constante,
égale & (2l + 1)im; c’est la seconde formule demandée.
1.3 En vérifiant, pour tout t € [0,1/2], que

at+1/2) =c(t+1/2) +2(ky + 11 + 1)im,

montrer que ki # ly, puis que Ind(y1,0) = k1 — I3 # 0. Déduire de 1.1 que l’on
a nécessairement Ind(~g, 0) # 0.

On combine la premiere formule établie au I.2 avec la seconde (mais écrite
cette fois au point ¢ + 1/2 qui appartient bien & [1/2,1] lorsque ¢t € [0,1/2]).
Cela donne :

c1(t+1/2) = er(t) + (21 + )im = (cl(t F1/2) + (20 + 1)m) + (21 + 1)ir.

Ceci est I’égalité voulue, dont 'on déduit immédiatement k1 +1; +1 = 0. Comme

k1 et Iy sont des entiers, k; =3 = —1/2 est impossible et 'on a bien k; # [;.
La premiere relation établie au 1.2, écrite en ¢t = 0, donne

c1(1/2) = ¢1(0) = (2ky + 1)im 5 M
la seconde relation, écrite en ¢ = 1, donne

c1(1/2) —er(1) = (2l + 1)ir. (1)

En retranchant (1) de (t), on trouve ¢;(1) —¢1(0) = 2(ky — I3 )im. Or on a aussi
c1(1) — ¢1(0) = 2iwInd(y1,0) puisque ¥1(t) = exp(c1(t)) pour t € [0,1] (c1 est
un relevement de ;). Comme k; # I, on a Ind(v1,0). Les indices Ind(v1,0) et
Ind (7o, 0) étant égaux (voir I.1.b)), on a donc aussi Ind(~o,0) # 0.

1.4 On suppose que f(0) est un point frontiere de f(D(0,1)). Montrer qu’il
existe une suite (wy), de nombres complexes tendant vers f(0) et tels que le
lacet Ty, :t €[0,1] — f(e™) — w,, ait son support dans C* et soit d’indice nul
par rapport & lorigine?.

Si f(0) est un point de la frontiere de f(D(0,1)), il existe une suite de points
(wn,)n>0 convergeant vers f(0), avec

wn ¢ f(D(0,1)).

Pour chaque tel w,, n € N, la fonction

z f(2) —wy
ne s’annule pas dans D(0,1) et y admet un logarithme continu g,,. Le lacet
T t€[0,1] = f(e*™) —w,

est donc bien un lacet de C*, dont le degré (i.e. I'indice par rapport & 'origine)

vaut
1

deg 'y = Ind(I'n, 0) = 5~ (9n (' (1)) = 9n(I'(0))) = 0.

20n utilisera pour cela en le justifiant le fait qu’une fonction continue ne s’annulant pas
dans D(0, 1) s’écrit comme ’exponentielle d’une fonction continue dans D(0, 1).




1.5 Montrer (en utilisant le théoréme de Rouché, version topologique) que Ind(T,,,0) =
deg o pour n assez grand et conclure a une contradiction.
Soit .
0:tel0,1]— e
le lacet correspondant au cercle unité parcouru une fois dans le sens trigo-

nométrique. On a
Yo =hof

avec h(z) = f(z) — f(0) et
I',=h,00

avec hy(2) = f(2) — wp. Si |w, — f(0)| vérifie |w, — f(0)] < min|;—y |h|/2, ce
qui est réalisé si n > ng, ng étant choisi assez grand, on a

sur le support de . Le théoreme de Rouché version topologique (Proposition
1.4.5 du cours) assure alors

Ind(T',,,0) = Ind(~9,0) = deg o -

Il y a ici une contradiction car Ind(T,,,0) = 0 (voir la question 1.4) tandis que
Ind(v0,0) = degyo # 0 (voir la question I.3). La contradiction réside dans
Ihypothése consistant a supposer que f(0) était a la frontiere de f(D(0,1)). Le
point f(0) est donc intérieur a f(D(0,1)).

1.6 Montrer que si U est un ouvert de C et si f est une application injective
continue de U dans C, f(U) est un ouvert.

Si zg est un point de U, il existe un disque fermé D(zy, ) contenant zg et inclus
dans U. En appliquant ce qui précede (de I.1 & I.5) & la fonction

¢ € D(0,1) = f(z0 + ()

(qui est bien une fonction injective et continue de D(0,1) dans C), on voit que
f(z0) est intérieur & f(D(zp,7)), donc intérieur & f(U). Ceci montre que f(U)
est voisinage de tous ses points, et est donc ouvert.

Probléme II (de Cauchy Pompeiu a ’identité algébrique de Bézout).

Soient p1,...,pm m polynomes de n variables sans zéros communs dans C, avec
d = max(degp;) > 0.
I1.1 Montrer que pour tout z € C, la fonction

W B0 \mO-nE)
CeC\{z} ;(211@]@”2) C—z

se prolonge en une fonction Q. de classe C* dans C. Calculer Q.(¢)(z—¢)+1.

Si z est fixé et j € {1,...,m}, la singularité en ¢ = z de la fonction

N O ®

—z



est éliminable puisque 'on a, pour tout entier £ > 1, les identités remarquables

k—1

Ck _ Zk _ (C _ Z) % ngflflzl'

=0

11 suffit ensuite d’exploiter le fait que p; est une somme de monoémes. Chaque
fonction (*), z étant fixé, se prolonge donc en une fonction entiere (en fait un
polynome de degré degp; — 1 dont les coefficients sont eux mémes polynomiaux
en le parametre z). D’autre part, pour j = 1, ..., m, la fonction

piQ)  _ pQ
Y i OF X (O

est C'°° puisque son dénominateur ne s’annule pas et que l'on compose des
fonctions holomorphes ou antiholomorphes (ici en 'occurrence des fonctions
polynomiales de la variable complexe et leurs conjuguées) qui sont donc C*°.
Le calcul demandé donne

(eCr—

pi(Q@;(2) = p;(Q))
Yt Q)P

- Xsriner p|(zf>< ) PiCe)

Jj=1

QOG- +1 = 1+ %

I1.2 Soit R > 0 et z un point du disque ouvert D(0, R). Représenter au point z
avec la formule de Cauchy-Pompeiu (que l’on rappellera) la fonction

¢ €D(0,R) — (Q-()(z = ¢) + 1)%.

Si ¢ est une fonction de classe C! au voisinage du disque fermé D(0, R), la
formule intégrale de Cauchy-Pompeiu (Proposition 1.2.1 du cours) donne (si les
coordonnées réelles de la variable complexe muette ¢ sous les intégrales sont
notées £ et 1, i.e ( =& +1in)

DO ) = g [ A 2O
éoc .//D(OR dcéig>
20 //D(OR o —/;dc>

si I’on convient de noter

et g le lacet continu t € [0,27] — Re. On applique ici cette formule & la
fonction

¢ (Q:(O(C —2) +1)? = ¢:(Q)



(z étant un point de D(0, R)). La regle de Leibniz et le fait que ¢ — ¢ — 2z soit
holomorphe nous donnent apres calcul

Do (0) = 200-(0)(C - z) 1] % (¢ — 2)[Q-(C)]
_ - e P(C) — pr(2) pr(C) <
- ZZ(ZZ G >|2> (s )

j=1k=1

Comme

@-C-2+1] =1,

la formule de Cauchy-Pompeiu, appliquée a la fonction ¢, donne donc au point
z (en notant pour simplifier [|p(¢)||? := Y%, [p; (Q)[?) :

LSS [ B0 R d
=g L ([ P cos)men

PO 50 Pr(Q) = pe(2) 5 [ PO .
S e e a<<||p<>n2)”<>“”'

j=1 \k=1" 7D,

I1.3 En fizant z et en faisant tendre R vers l'infini dans la formule établie a la
question II 2), construire m polynémes q, ...,qm @ coefficients complezes tels
que

1—ij , VzeC.

Quelle autre méthode (algebmque cette fois) permet aussi de calculer de tels
polynémes q; ¢

Pour 1 < j,k <m,ona

‘pg pk(C)‘ 1 0
IO T lIp(ON* — [2[>¢

et une certaine constante positive . Il résulte de ces estimations que si z est
fixé et si R > |z| tend vers l'infini, on a

i [ 2O (O

fimtoo Jop PO (==

pour |z| >>1

=0

puisque cette intégrale est majorée en module par 27 R x (YR™24) x 1/(R — |z|)
et que 2d > 0. Il en résulte donc que 'on déduit de la formule de représentation
établie au I1.2 'identité :

1:

0 pel0) - pel) 5 () .
RETOO_1<Z//D<OR||p T 8<(|p<>||2)Ad<>pf”'

Lorsque z est fixé, le terme sous chacune des intégrales figurant au second
membre de cette formule est C*° (comme fonction de ¢) et majoré en module
pour [¢|| >> 1 par

sm@

W x C(2)[¢)4 x L= <




Comme d+2 > 3 > 2, il résulte du critére de Riemann la convergence sur C (au
sens de Lebesgue) de toutes les intégrales doubles figurant au second membre
de T'égalité ci dessus. On déduit donc du théoreme de convergence dominée de
Lebesgue I'identité :

pe(€) = pr(2) 5 ¢ pr(Q) ,
“(Z/fcnp EAEr 8<(||p<c>||2>““)pf(z)'

On reconnait en chaque fonction

Z// TG C2“:2()"9<(||p<(§|)|2)““5

une fonction polynomiale g; en la variable z, de degré d’ailleurs majoré par d—1.
L’identité obtenue est donc bien de la forme

1= Z qj(2)pj(2)

requise.

L’autre procédé (algébrique celui 14) pour récupérer une identité de cette forme
est lalgorithme d’Fuclide étendu appliqué a p; et a une combinaison linéaire
de p1,p2,...,pm (il en existe car pq,...,p, sont supposés n’avoir aucun zéro
commun) qui ne s’annule en aucun zéro de p;.

Probléme III (vers les fonctions holomorphes en deux variables).

Soit f une fonction continue dans D(0,1) x D(0,1), telle que pour tout w dans
D(0,1), la fonction f, :zv+—— f(z,w) soit holomorphe dans le disque ouvert
D(0,1) et que, pour tout z dans D(0,1), la fonction f* : w — f(z,w) soit
holomorphe dans le disque D(0,1).

II1.1 Montrer que f se représente dans D(0,1) x D(0,1) sous la forme

10 eigo)
— dod D(0,1) x D(0,1
f Z w 47T2 //[02 ]2 eze z)(e“" _w) ¥ V(Z’w) € (07 ) X (07 )

et en déduire* que, si (29, wo) € D(0,1)x D(0,1), f se développe dans le produit
de disques ouverts D(zg,1 — |z0]) x D(0,1 — |wg|) sous la forme

[o olNe o]

Few) =33 oz = 20)Hw — wo)',

k=0 1=0

ou les coefficients G, wo ki (que U'on explicitera sous forme d’intégrales) sont
tels que

oo oo
E E |azo’woyk,l
k=0 1=0

311 y avait un signe moins intempestif dans la formule initiale : le facteur 1/(2i7) de la
formule de Cauchy usuelle (appliquée ici deux fois de suite) devient en effet 1/(27) lorsque
lon parametre par 0 € [0,27] ou ¢ € [0,27] le chemin v correspondant au bord orienté du
cercle trigonométrique.

40n s’inspirera pour cela de la preuve du théoréme 11.1.3 du polycopié.

rFst < oo Vrel0,1— |z, Vs €[0,1—|woll.




On note v : t € [0,27] — €. Si (z,w) € D(0,1) x D(0,1), il résulte de
I’holomorphie de f# dans D(0, 1) et de la continuité de f dans D(0,1) que l'on
a la formule de représentation de Cauchy (Corollaire 3 du Théoréeme I1.1.3 du
cours)

few) = ) = 5 [ L2 g = 2 [THE g,

U —w 2 Jo ew —z

On utilise ensuite le fait que f, est holomorphe pour tout u dans D(0,1) (en
particulier lorsque |u| = 1) et 'on applique une fois de plus la formule de Cauchy,
cette fois pour chaque ¢ — f,(¢) lorsque |u| = 1. On obtient ainsi

fow) = L [TIEED) = / /fc, e Lp

2 Jo e —z
1\2 2m 2m 10 i

(7) / [ f(e¥ e )dg] do
2/ Jo 0 el — 2z e —w

Puisque f est continue (donc bornée en module) dans D(0,1) x D(0,1) et que
z,w sont tous deux de module strictement inférieur a 1, la fonction

. f(eie’ 6i<,o)
O O C)

est intégrable (car bornée en module) sur [0, 27)2 et le théoréme de Fubini permet
de conclure a la formule

19 eicp
T an? //oz (eif — z{ew)—w) dodp V(z,w) € D(0,1) x D(0,1)
(*)

voulue (il faut noter ici la correction de signe par rapport a I’énoncé originel /).
A ce stade, on reprend pour obtenir le développement de f au voisinage d’un
point (zg,wg) de D(0,1) x D(0,1) la preuve du Théoréme I1.1.3 du cours (im-
plication (1) = (2) de cet énoncé). On part pour cela de la formule de
représentation () réécrite :

i/ f(6w7€w)
A2 Jio,20)2 ((eie —z0) — (2 — zo)) ((ei‘P —wp) — (w — wo))

flz,w) = dode,

puis on développe en série de puissances de z — zp et w — wy (pourvu que
|z — 20| <1 — 20| et |w —wo| <1— |wo| puisque ces bornes 1 — [2o| et 1 — |wpo|
représentent respectivement le minimum des fonctions 0 € [0,27] — le?® — 2|
et ¢ € [0,27] — |9 — wq)
1
(e = 20) = (= = z0)) ("% = wo) = (w = o))

Zz%ww )(Z—ZO)k(w—wo)la (k)

k=0 1=0

~



ou
1

Qzgwo k1 (0, ) = (€0 — 20)F+1(ei® — wp)l+1°

Notons que l'on a, pour tout r € [0,1 — |zp]|[, pour tout s € [0,1 — |wp]],

(o olNe o}

DD sup [z gk @)l s =

k=0 1=0 (0,27

: - -
(1~ Jz0l)(T — [wal) Xz(l—m\) Xlz(l—w)

1
= < +00.
(L= [z0] = r)(1 = wo| — s)

On peut donc insérer ce développement (xx) sous l'intégrale dans la formule de
représentation (%) pour obtenir, toujours sous les conditions |z — zp| < 1 — |20|
et |w —wp| < 1 — |wp|, le développement

f(z w) =
f(e,e%)
ZZ An2 //o %]2 ez@ _ Zo)ki1(:w _ w0>z+1 ded@) (Z—Zo)k(w - wo)l7

k=0 1=0

(% * *)

qui fournit le résultat demandé, si I’on pose

1 f(e,e'?)
z0,w = : - dfdp.
Az0,w0.kl = 3 //[0,27r]2 (€10 — 2)h+1 (e — wp)ltt 0%

Notons que 'on a bien, si 0 <r <1 —|z] et 0 < s <1 — |wp|,

sup f 6 eiap
ZZIaZO,wO,W panp (@

k=0 1=0 (1_|ZO|_7")<1_|U10|—8)

II1.2 On suppose que f ne s’annule pas® dans {|z| = 1} x D(0,1). Montrer que
pour tout w € D(0,1), fu, n'a qu'un nombre fini de zéros (chacun compté avec
sa multiplicité) dans D(0,1) et que ce nombre ne dépend pas de w. On Uappelle
dans la suite p.

Les zéros de la fonction f,, dans le disque unité sont par hypotheses tous inclus
dans un disque D(0,1 — €) avec € > 0 puisque la fonction f est uniformément
continue sur le compact D(0,1) x D(0,1) et ne s’annule pas sur {|z| = 1} x
D(0,1). On note 71 _ le lacet ¢ € [0,27] — (1 — €)e. Le nombre de zéros de f,,
dans D(0,1) (ou, ce qui revient au méme, dans D(0,1 — €)) est donc donné par
le théoreme de Rouché (Proposition I1.3.5 du cours) :

1 fi(€)
2 . Sfuw(Q)

5Cette condition, qui figurait dans le texte de I’exercice 4.15 que j’avais repris ici, a été
malencontreusement omise ; sans elle, traiter ces questions I11.2 et I11.3 était impossible (sans
pareille restriction, f pourrait fort bien étre la fonction identiquement nulle!).

N(fw) = d¢




et varie donc continuement en fonction du parametre w (on peut aussi invoquer
la Proposition 11.3.6 en prenant pour K le disque D(0,1 — €) et en raisonnant
avec fu, et fu pour w voisin de wy). Comme w € D(0,1) — N(f,) est une
fonction continue a valeurs dans N, elle est constante, égale a un entier p € N.

I11.3 Montrer® qu’il existe des fonctions ay,...,a, holomorphes dans D(0,1),
telles que, dans D(0,1) x D(0,1),

fzw) = (7 + ar(w)2" ™+ + apor (w)z + ap(w))g(z,0)

ot g est une fonction continue de D(0,1) x D(0,1) dans C* telle que, pour tout
w € D(0,1), z — g(z,w) soit une fonction holomorphe dans D(0,1) (et vice
versa en échangeant z et w). Les zéros de f dans D(0,1) x D(0,1) peuvent-ils
étre des points isolés ?

La k-ieme somme de Newton des p racines (;(w) de f,, vaut

N - L[ el
=2, G =g | o ©

d’aprés le Théoreme des résidus (Proposition I1.3.4 du cours). Le théoréme
de dérivation des intégrales fonctions d’un parametre complexe’ montre que
I'intégrale & parametres (en l'occurrence ici w) ci dessus est une fonction holo-
morphe de ce parametre w € D(0,1). On dispose d’autre part des relations de
Newton®

k—1

(_1)kk0k(w) = Z(_l)lilo—lsk—l(w)v k= ]-a Py 00 = Oa

=0

pour exprimer les fonctions symétriques élémentaires o (w), k = 1,...,p, des
¢j(w), 7 = 1,...,p, comme des expressions polynomiales en les Si(w), donc
aussi comme des fonctions holomorphes dans D(0,1). Si on pose ai(w) =
(—=1)*op(w) pour k =1,...,p, on a

p
2t ar(w)? 4y (w)z 4 ap(w) = [[(C=¢w
j=1

et on peut donc écrire, pour w € D(0,1),
flz,w) = (2 + ay(w)2P " 4+ ap_ 1 (w)z + ap(w))gw(2),

ol g, est une fonction holomorphe dans D(0,1) ne s’annulant pas dans ce
disque.

Si lon pose ¢,(2) = g(z,w), il reste & vérifier que, pour tout z € D(0,1), la
fonction w — g(z,w) est encore holomorphe. Le principe du maximum appliqué

60n rappellera les relations de Newton reliant les sommes de Newton S, ..., Sp de p nombres
aux fonctions symétriques élémentaires o1, ..., 0p de ces mémes p nombres.

"Voir par exemple le Théoréme 3.4 dans le polycopié en ligne du cours de MHT512 :
http ://www.math.u-bordeauxl.fr/~yger/mht512.pdf

8Notez que ces formules « inverses » induisent des divisions par les entiers k = 1,...,p et
ne sont donc valables que si ’on travaille, comme ici dans C, en caractéristique zéro.
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a la fonction g,, dans D(0,1) implique que pour tout w € D(0,1), pour tout
z € D(0,1),

lgw(2)] <€ sup  |[f]
D(0,1)xD(0,1)

car | — (j(w)| > € pour tout ¢ de module 1 et tout w dans D(0,1). La fonction
(z,w) = g(z,w)

est donc bornée dans D(0,1) x D(0,1). Si zg est tel que la fonction

1

w z2b +ar(w)zl T 4+ apo1(w)zo + ap(w)

n’est pas identiquement nulle dans D(0, 1), alors la fonction

f(z,w)
4+ .. 4 ap,l(w)zo + ap(w)

w —

1 :g(Zo,’LU)

20 + a1(w)zg
est une fonction méromorphe dans D(0,1) et bornée, donc de singularités élimi-
nables; c’est donc bien une fonction holomorphe de la variable w. Si maintenant
exactement 1 < v < p des racines (j(w) sont identiquement égales a zo pour
tout w € D(0,1), on remarque que

2P+ ap(w)2P T+ 4 ap1 ()2 + ap(w) =
= (Z —20)" (2P + ﬁl(w)zp_u_l +o 4+ ﬁp—V(w))a

ou les fonctions §; sont holomorphes dans D(0, 1) et la fonction
w € D(0,1) = 257" + Bi(w)zf "+ 4 By (w)

n’est pas identiquement nulle. D’apres le développement local en série double
(x x %) établi en fin de question ITL.1, la fonction f s’exprime dans D(0,1) x
D(0,1) sous la forme f(z,w) = (2 — 20)" f(2,w), o la fonction f est telle que
la fonction f,, : w +— f(z0,w) est une fonction holomorphe dans D(0,1) non

identiquement nulle dans D(0, 1), avec

fz0,2) = (7" + Bi(w)f ™7 4+ By (w) 920, w).

La fonction

f(ZO’Z>
2571/ + 61 (w)zgiuil + By (w)

w e D(Oal) Hg(z(),w) =

est donc encore une fonction méromorphe bornée dans D(0, 1), donc une fonc-
tion méromorphe a singularités éliminables (on se ramene donc ainsi au cas ou
f(z0,w) £ 0 dans D(0,1)). Pour tout z € D(0,1), la fonction w € D(0,1) —
g(z,w) est donc bien holomorphe dans D(0,1).

Les zéros de f dans D(0,1) x D(0, 1) sont aussi ceux de la fonction

H: (z,w) € D(0,1) x D(0,1) = 2P + a1 (w)zP~* + -+ + ap_1(w)z + a,(w).

Or les zéros de cette fonction H dans D(0,1) x D(0,1) ne sauraient étre isolés
car pour chaque valeur wg de w, on dispose, pour chaque w voisin de wg, de
p points (w,(;(w)), j = 1,...,p, qui appartiennent & cet ensemble de zéros et
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se rapprochent nécessairement des racines de z — H(z,wq). Soit zy une de ces
racines. Du fait du théoréme de Rouché (Théoréme I1.3.6 du cours), la fonction
z +— fu(2) doit s’annuler dans un disque arbitrairement petit D(zg,7) pourvu
que w soit assez proche de wy (Jw—wp| < p(7n)) ; par conséquent, I'un des points
(¢j(w), w) # (20, wo) au moins doit appartenir & D(zg,n) x D(wo, p(n)), et ce
pour tout w dans D(wy, p(n)). Les zéros de H, donc de f, dans D(0,1) x D(0,1)
ne sont donc jamais isolés (contrairement & ce qui se passe pour les fonctions
holomorphes non identiquement nulles d’une variable complexe).
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