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Texte (en italiques) et corrigé (en roman)
I. La formule de Jensen.

I.1. Soit u une fonction harmonique dans la couronne ouverte du plan complexe
{r1 <|z| < ra}, 0t 0 <71 < 1re < 00. En utilisant la premiére formule de Green
(Proposition II1.1.1 du cours), montrer que la fonction

1 2 .
M, :r €lry,rof— 7/ u(re') do
27T 0
est, sur |ri,ra[, de la forme M, (r) = alogr+b, ot a et b sont deux constantes.

Si u est une fonction harmonique (donc C°°) dans la couronne {r; < |z| < 2},

la fonction )
1 T ,
t f(e) = / u(et™) df
0

T om

est de classe C! dans |logri,logrs| et se différentie en utilisant le théoréme
(élémentaire ici) de dérivation des intégrales fonction d’un parametre. On a

4 [u(e’ cos @, e” sin )] = e'(Vu(e' cos b, e’ sinh), vp),

dt

ol vy = (cos,sin ) est le vecteur vey au point
(€' cosh, e’ sin )

du bord du disque D(0,€e"). On a donc

2m
%[f(et)] = % ; 8§ut (' cos b, e’ sind) e'df
1 ou

= (y) do(y).

% dD(0,et) 6Vext

La premiere formule de Green (Proposition III.1.1), ou encore « formule de la
divergence », implique que si 71 < e <ef <1y 0n a

/ ) doty) - [ O () do(y)
OD(0,et e}

) aVext D(O,et,) ayext

= [, dugary o
et’ <|y|<et

La dérivée de t — f(e?) est donc constante, ce qui prouve que cette fonction est
affine, ce qui équivaut & dire que f(r) = alogr+b, a et b étant deux constantes.

1.2. Soit f une fonction holomorphe non identiquement nulle dans la couronne
{0 < |z| < R}, R €]0,], et ai,...,an,... la liste de ses zéros dans cette
couronne ouverte, rangés dans l’ordre des modules croissants :

0<|aa| < <lan| < <R.



On suppose aussi que f présente une singularité au pire non essentielle (elle
peut étre éliminable) a lorigine. En utilisant le résultat établi d la question
1.1 et le théoréme de Rouché (Proposition I11.3.5 du cours), montrer que si
0 <7 < ry < R sont tels que f ne s’annule pas dans la couronne ouverte
{r1 <l|z| <ra}, on a

1 2 .
Vr €lry, raf, o / log | f(re?)| dd = (v4(r1) + v(f,0)) logr + Constante,
0

ot vp(ry) désigne le nombre de zéros de f (comptés avec leurs multiplicités)
dans la couronne semi-fermée {0 < |z| < r1} et v(f,0) désigne Uindice du plus
petit k € Z tel que le coefficient de Laurent a(f,0) soit non nul.

La fonction z — log|f(z)| est harmonique dans la couronne {r; < |z| < 72}
puisque f est holomorphe et ne s’annule pas dans cette couronne, ce qui implique
que log|f| v est localement la partie réelle d’'une fonction holomorphe!, donc
est harmonique dans cette couronne. D’apres le résultat établi au I.1, il existe
deux constantes a,, », et by, , telles que

1 27 .
vr €]T17T2[’ o / log ‘f(,r,629)| o = Qry 1y lOgT‘ + leﬂ“T
27T 0
Or on a, si v, : 0 € [0,27] = e, r €]ry, o,

21 g1 iy !
s = g [ v o] =me [ [ 6 ad

car

f'(z) f'(z)
ol o dz)

1
dlog|f| = 5 (

et donc, pour ¢ €]logry,logral,
1(  t+1i0
tify) _ Lt f(e™)
dt IOg |f(€ )‘ =€ RG(WBZ ) dt.

Le théoréme de Rouché (Proposition I1.3.5 du cours), appliqué a la fonction
méromorphe f dans le disque D(0,r) dont le seul pole est 0 (avec ordre |v(f,0)])
et zéros tous dans la couronne {0 < |z| < r1} lorsque r €]rq, 2|, assure que, si

reinrl 1 [ f(0)
2ir /., f(Q)

d’ou la formule demandée.

dC:V(f,O)+Vf(T1)7

1.3. En utilisant le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, montrer que,
si « est un nombre complexe non nul, la fonction

1 27 .
I, :r €]0, 00— —/ log [re® — | df
2 0

1Une fonction holomorphe et ne s’annulant pas dans un disque (ou plus généralement
un ouvert simplement connexe du plan) s’écrit dans ce disque comme ’exponentielle d’une
fonction holomorphe, donc le logarithme de son module est (toujours dans ce disque) la par-
tie réelle d’une fonction holomorphe. On aurait pu aussi faire un calcul direct en remar-
quant que 2(9/9z)log[f(2)f(2)] = f'(2)/f(2) et donc que Allog|f(2)[*] = 2A[log|f(2)]] =
2(9/02)[f"(2)/f(2)] = 0.




est une fonction continue de r. En utilisant la formule de la moyenne pour les
fonctions harmoniques (Théoréme II1.2.1 du cours), montrer que I, (r) = log |«
sir < a et en déduire la valeur de I,(|a).

Sir > |a, la fonction z — 2z — « ne s’annule pas dans la couronne {|z| > r}.
D’apres le résultat établi a la question 1.2, on a donc

Vr > |al, I,(r)=Ilogr+ Constante.

D’autre part, pour, si r < ||, la fonction z — log |z —«| est la partie réelle d’une
fonction holomorphe ne s’annulant pas (en 'occurrence la fonction z — z — )
dans D(0,r’) lorsque r < 7’ < |a. La formule de la moyenne pour les fonctions
harmoniques assure donc que, pour r < |a|, on a

I, (r) = (log |z — ) »=0 = log ||

11 ne reste plus qu’a démontrer que la fonction r — I,(r) est bien définie en
r = |a| et se trouve étre, ainsi prolongée, une fonction continue sur ]0, co[. On
en déduira que la fonction I, est la fonction affine par morceaux de r +— logr
définie sur |0, o[ par

In(r) =loglal Vre€l0,|af] & I.(r)=logr VYre€]lal,+ool.
En particulier I, (|o|) = log |a].

Reste & prouver la continuité de I, ainsi prolongée en r = |a|. Si a = |ae?® et
r = |a|, la fonction

0. |log re” — af| = |log |r(e” — ¢™)[| = [log|a] + log '@~ — 1]

est équivalente & 6 — |log |6 — 0y|| au voisinage de § = 6. Cette fonction est
intégrable au voisinage de 6 = 0y (qui est le seul point de [0, 27| posant probleme
au niveau de l'intégrabilité). L’intégrale

2w
/O

est donc bien convergente et la fonction r — I,,(r) est bien définie pour r = |a/,
donc en fait pour tout r €]0, +oo[. Pour |r — |a|| < |a|/2 et |6 — 6| < 1 << 1,
on a (par le théoreme des obliques inégales)

log |re’® — a|df

"reie —Oz| > T|Sin(97 90)| > gw *90| > % |9700|'

Or
. ’10g|9700|’

est intégrable sur |6y — 7, 6y + n[. Comme on peut majorer
(r,0) — ‘log |ret? — a|’
par une constante sur

{(7",9) plr—lall < lal/2, 10 — 6] >n moduloQﬂ'}7



on en déduit l'existence d’une fonction intégrable sur [0, 27], majorant sur [0, 27]
les fonctions ,
0 — ‘ log |re®® — a|)

pour tout r tel que |r — ||| < |a|/2. Le théoréme de convergence dominée de
Lebesgue implique donc
2

27
lim log |rpe —a\d@z/ log’\a|ei9 —a’d@
0 0

n—-+o0o

si (r)n est une suite tendant vers |«|. La fonction r — I,(r) est donc bien
continue en |a|.

1.4. On reprend la fonction f introduite a la question 1.2. Déduire de 1.2 et 1.3
que la fonction

1 2m )
€10 Rl— Miogi(r) = 5= [ 1og]f(re)] do

s’exprime sous la forme

vr E}O7R[’ Mlog|f|(T) = V(fvo)logr+10g|au(f,0)(f70)| +/ VfT(t)dtv (T)

ot € désigne un réel quelconque de |0, |aq|[. Vérifier en utilisant le procédé som-
matoire d’Abel (c’est-a-dire la formule d’intégration par parties discréte) que
Uidentité () se reformule aussi :

ve(r)

Vr €]0, R[, Mgf(r) = log (|a/uf0 (f,0) v(£:0) H a |) (1)
]

Dans le disque ouvert D(0, |a|), la fonction méromorphe f (avec comme seul
pole z = 0) se factorise sous la forme

f(Z) = au(f,O)(f’ 0) (Z - ZO)V(f’O) X h('z),

ou h est une fonction holomorphe dans D(0, |a1]), ne s’annulant pas dans ce
disque, et telle que h(0) = 1; cela résulte du fait que f admette dans la couronne
{0 < |z| < |a1]} un développement en série de Laurent convergent

oo
> s
k=v(f,0)

(Proposition I1.3.1 du cours). On en déduit donc que, pour r €]0, |aq]],

1 2 )
Miogie|(r) = loglay(s,0y(f,0)] +V(f,0)1ogr+§/0 log |h(re”| do

log |a,(,0)(f,0)| +v(f,0)logr + log [h(0)]
1Og ‘al/(f,O) (f7 O)‘ + V(f7 0) IOgT

puisque la fonction z — log |h(2)| est harmonique dans D(0, |a1]) et vérifie donc
la propriété de la moyenne. Ceci correspond a la formule (f) dans le cas ou



r < |aq|. Notons a1, ..., a1, les zéros de f (comptés avec leurs multiplicités)
de module exactement |y |. La fonction h se factorise au voisinage de D(0, | |)

sous la forme
My

h(z) = H(z —ag ;) X ﬁ(z)

j=1

olt h est holomorphe et ne s’annule pas au voisinage de D(0, |aq]) et il résulte
du résultat établi & la question 1.3 que la fonction

M-
7 Miog (1) = ) Ty ; (1) + Moy (7)
j=1

est continue au voisinage de r = |« |. La fonction

7= Migg |7|(r) = log |ay,(s,0)(f,0)] + v(f,0)logr + Mg s (7)

est donc bien continue sur 0, |aq]] et la formule

Miog 5)(r) = log |ay(f,0)(f,0)] +v(f,0)logr

est donc bien valide sur |Ry, R;] (et méme au voisinage). Supposons (f) va-
lide dans | Ry, Ri+1] et la fonction Mog || continue au voisinage de Ry11. Sur
|Rk+1, Ri12], on sait (d’apres le résultat établi a la question I.2) que

Mg 71(r) = (Vf(Ris1) +v(f,0)) logr 4 Cry1, (1)

ol Cg41 est une certaine constante. Pour déterminer cette constante, on utilise
le fait que la fonction Mg g est continue en Ryy1 et que (f) est valide pour
r €]|Ry, Rr+1] pour affirmer (en comparant les limites & gauche et & droite de
M10g|f| en Rk+1) que

(vf(Rit1) +v(f,0)) log R 11 + Cry1

Berr (¢
= v(f,0) log R41 + log |a,f,0)] +/ % dt. 2)

En reportant (2) dans (1), on trouve, pour r €] Rg41, Ri+2],

Rrer (¢
Miogi)(r) - = 10g|au<f,o>|+1/(f70)10gr+/ ft()dt

vy (Ri41)(logr — log Ry41)

Rrq1 t
= logla,(s0)| +v(f,0)logr +/ VfT() dt
o

bR [ 5

Riq1
"ve(t
= loglwf,o)l+V(f,0)10gr+/ #dt

d’apres la relation de Chasles. Comme dans le cas k = 0, on vérifie, en introdui-
sant les zéros de f ag42j, j = 1,..., M2 de module Ry que la fonction

T = Mlog |7 (T)



est continue en Rpyo; en effet, f s’exprime dans la couronne {Ryy1 < |z| <
Rj12} sous la forme

My 42

F2) = 11 (= = arsa) x hasa (2),

Jj=1

ol hg41 est une fonction holomorphe et sans zéros au voisinage de la couronne
{Rk+1 < |z| < Rgy2}, ce qui permet d’écrire, pour Ryi1 < |2| < Rp2,

My 42
Mloglfl Z Iamzj +Mlog\hk+1|( r),
et de conclure a la continuité de cette fonction en r = Ry en utilisant les

résultats des questions I.1 et 1.3. La formule () est aussi valide en r» = R4
par continuité. La formule (f) est ainsi démontrée par récurrence.

Lorsque r € [Ry, Rgy1[ et & > 1, le procédé d’Abel permet de ré-exprimer

I'intégrale
Rjt1 T t
/ i) g
Ry !

[ Vft(t)dt _ /

k—1
= vi(R;) (log Rjy1 —log R;) + v¢(Ry)(logr — log Ry)
j=1
k
= vp(r)logr — Y (vf(R;) — vs(R;_1))log R;
j=1
vy (Ri)
= vp(r logr—Z(ZlonglD—uf( )logr — Z log ||
j=1 =1 j=1

vs(r)

= logr—Zlog|a]\—log(H ry ) (3)

La méme identité vaut lorsque k = 1. Lorsque & = 0, on a bien siir, pour tout

T G]Ro, Ry [:]0, Ry [,
/T ”ft(t) dt = 0. (4)

En ajoutant aux formules (3) (si k > 1) ou (4) (sur ]0, Ry[) ainsi obtenues

log(|ay(1,0)(f, 0)] /)

on transforme bien la relation (}) sur [Rk, Re+1[, £ > 1 en la relation (f1). La
méme chose vaut sur | Ry, R1[=]0, R1[ et la formule (1) est ainsi bien démontrée
pour r €0, R1[UUssq[Rr, Re+1[=]0, R] (s'il n’y a qu'un nombre fini de zéros
pour f, on convient de poser, une fois tous les zéros épuisés, Rx41 = R).

L.5. i P=ao XN +---+any_1X +ayn est un polynéme a coefficients complexes
de degré exactement N non nul en 0, de racines complexes &1, ...,En (comptées



avec leurs multiplicités), déduire de la formule (11) établie au 1.4 que

1 2m 50 N
exp [%/O log | P(c'*) | —|Clo|j1;[1max(|fj|:1)-

Montrer que, si P est de plus d coefficients entiers, la mesure de Mahler de P
définie par

1 27 .
hP) = - / log | P(¢))d6
2 0
est un nombre positif ou nul; en déduire que si P € Z[X] se factorise sous la
forme P = PP, ot P, Py € Z|X], h(P) > max(h(P1), h(Py)).

Comme P est non nul en zéro, la formule (1), appliquée dans C et exponentiée,
montre que, si &1, ...,y sont les zéros de P (comptés avec leurs multiplicités)
dans le disque fermé D(0, 1)

e [ [ o |P<e“’>d9}lp<0>lﬁ = la |H
P 21 Jo 8 ]:1| : |€j
N N
= Jaol J] 1&1=laol J]max(|¢l1) (5)
j=M+1 Jj=1
car vazl €5 = lan|/|aol-

Si P est & coefficients entiers, on a |ag| > 1 et par conséquent exp(h(P)) > 1
d’apres 1’égalité (5). On a donc h(P) > 0. Si P se factorise en P = P, Py, avec
Py et Py a coefficients entiers, on a h(P;) > 0 et h(P2) > 0. Comme

h(P) = h(P1P2) = h(P1) + h(P2)
du fait que log transforme produit en somme, on a bien

max(h(Py), h(P2)) < h(P).

I1. La formule de Poisson-Jensen.

I1.1. Soit f une fonction holomorphe non identiquement nulle dans la couronne
{0 < |z| < R}, présentant une singularité éliminable ou non essentielle en z =0
(v(f,0) € Z désignant lindice du premier des coefficients de Laurent a(f,0)
non nuls. On note toujours aq, ..., ay, ... la liste des zéros de f dans la couronne
{0 < |z| < R}, ordonnés suivant les modules croissants et comptés avec leurs
multiplicités. Pour chaque r €]0, R[, on note vy(r~) le nombre de zéros de f
dans la couronne {0 < |z| < r}. Vérifier que la fonction f se factorise dans la
couronne {0 < |z| < 1} sous la forme

vy (r™
f(z) = 2"0g, H o

Lo a2

ot g, est une fonction holomorphe dans D(0,r) et ne s’annulant pas dans ce
disque.



Le principe des zéros isolés (qui implique la non existence de points d’accumula-
tion pour I’ensemble des zéros de la fonction holomorphe et non identiquement
nulle f dans D(0, ) lorsque 0 < r < R) implique que v, (r~) est fini. La fonction
polynomiale

~ Df(T_)r(z—a‘)
fr :2€D(0,r)\ {0} — H 27J
o rPoagz

s’annule dans la couronne {0 < |z| < r} exactement aux mémes points que f,
avec les mémes multiplicités. La fonction

fri2€D(0,r)— z”(f’o)fr(z)

est donc une fonction méromorphe dans D(0, R) avec un seul pole éventuel
(z = 0) tel que v(f,0) = v(f,0) et mémes zéros que f (les multiplicités étant
prises en compte) dans la couronne {0 < |z| < r}. Il en résulte que

f(Z) = fr(z) X gr(z)7

ou g, est une fonction holomorphe dans D(0,r) et ne s’annulant pas dans ce
disque ouvert.

I1.2. Montrer que, pour r €]0, R], il existe une fonction h, holomorphe dans
D(0,r) et telle que g, = exp(h,) dans D(0,7). En utilisant la formule de
représentation de Poisson (Proposition II1.4.1 du cours), montrer que

Vo' €]0,r], V2 € D(0,r), log|gr(z)| = i/ﬁ (G e R P
Y T 27 J_ |r'ei? — 2|2

La fonction g, étant une fonction holomorphe et sans zéro dans le disque ouvert
D(0,7) (qui est un ouvert U étoilé, donc simplement connexe), il existe? une
fonction h,., holomorphe dans D(0, r), telle que g,(2) = exp(h,(z)) dans D(0, ).
La formule de Poisson (Proposition I11.4.1 du cours) permet de représenter la
fonction harmonique Reh, = log|g.| dans le disque D(0,r’) lorsque ' < r,
i.e. D(0,7") C D(0,r). La formule de représentation obtenue est exactement la
formule demandée (intégrer sur [—m, 7] ou [0, 27] est indifférent car la fonction

de 6 sous l'intégrale est 2m-périodique).

I1.3. Déduire de 11.1 et de 11.2 la formule de représentation de Poisson-Jensen :

Vr€]0,R[, Vz € D(0,r)\ {0}, f(2) 20= log|f(z)| =

ve(r™)
1" o2z i0 E r(z — )|
:% _ﬂ-m log‘f(re )|d9+y(f70)10g7+ ; logi
(on établira tout d’abord cette formule lorsque r est tel que la fonction f ne
s’annule pas sur le cercle de rayon r, puis on approchera ensuite par valeurs
inférieures le cas d’un r arbitraire dans |0, R[).

2Voir ’exercice 2.14, complété ici pour montrer que la fonction g que I’on y a construit est
en fait holomorphe dans U lorsque f est holomorphe dans U.



On suppose dans un premier temps que f ne s’annule pas sur le cercle de rayon
r. Sur le bord de ce cercle, on voit que

r(z — ay) . -
——|=1,Vj=1,.. 6
2 az y V] ) 7Vf(r ) (6)
car _ _ _
[r(re? —a;)| = [r? —raje | = |r* —agre’| VO € 0,27).

On a donc, en utilisant la factorisation de f établie & la question II.1 (pour z
sur le cercle de rayon r) et les relations (6) (passées au logarithme et intégrées
sur [0, 27])

T (7 r2—|z?
21 J_ . |ret? — z|?
1T [ r?—z)?

= 5 | per—ap leBlorre)l do+v(£,0)logr.

log |f(re')|do

En combinant avec le résultat établi a la question II1.2, on a donc

1" ﬂle |f(re'®)| do = log |g(2)| + v(f,0)logr
or ) Jreid — 22 % -l e

Comme

ve(r™) o
log |£(2)] = log g (2)] + (£,0) log|o| + 3 log Iz =02l
i=1

«
r? — 2|

pour tout z € D(0,r) tel que f(z) # 0, on en déduit la formule demandée lorsque
f ne s’annule pas sur le cercle de rayon r. Lorsque r est quelconque, on obtient
la formule en remarquant que, pour tout r €0, R[, pour tout z € D(0,r), la
fonction

LT 0
r»—>277/7r|r€i9_zzlog|f(re )| do

est continue sur [r, R[ grace au théoréme de convergence dominée de Lebesgue.



