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Question de cours. On rappelle qu'une distribution 7' (a valeurs dans le
corps K = R ou C) sur un ouvert €2 de R" est dite d’ordre fini s’il existe un
entier p € N tel que

VK CccQ, 3C(K) =20, tq Ve Dg(LK), [(T,¢)| < C(K) Nip(p)-

Montrer qu’une distribution 1" de support compact Ky CC €2 est d’ordre fini.
Que peut-on dire de T lorsque Kj est un singleton ? [on ne demande pas pour

7

ce dernier point de démonstration, seulement un énoncé

Exercice 1.
1. Soit ¢ € D(R,R). Montrer que les séries

YYe) & Y 27)

sont convergentes.

2. Montrer que
“+oo

p € DR,R) — V(2

définit une distribution 7" d’ordre 0 sur R.

Exercice 2. Soit N € N*,

On rappelle que toute fonction de classe CV sur R se développe en série de
Taylor avec reste intégral sous la forme

N-1
P00 . at

1
Vo eR, p(x) T +m/o (1—1)N"1oW™ (r2) dr.

1. Construire une distribution T d’ordre au plus N sur R, a valeurs réelles,
telle que

Vo € D(R*,R), <TN,¢>:/R%CZZ’.



Indication. On cherchera l’action de T sous la forme

(T, @) = lim [/|x>s &j\f)dm — Ry €]

e—0 €x

ou l'on explicitera le terme correctif Ry[e;€].

2. Vérifier 2V - Ty = 1 au sens des distributions sur R, 1 désignant ici la
distribution fonction correspondant a la fonction presque partout égale a 1
sur R.

3. Montrer qu'une distribution T' € D'(R,R) telle que 2V - T = 0 (au sens
des distributions sur R) est nécessairement de support l'origine. En conclure
que T est de la forme T' = P(d/dx)[dy], ou P € R[X] est un polynéome de
degré au plus N — 1.

Indication : on pourra s’appuyer sur le résultat qui était demandé a la fin de
la question de cours proposée en téte du texte.

4. Trouver toutes les distributions T € D'(R, R) telles que V- T = 1 au sens
des distributions sur R.

Probleme (autour du laplacien perturbé).

On considere, pour a > 0, la fonction

exp(—ay/x? + y? + 22?)
/22 4 2 + 22 ’

1. Montrer que f, est une fonction localement intégrable (définie presque
partout) sur R? et définit donc une distribution fonction T, dans R3.

fa (l“,y, Z) eR’ \ {(0’070)} U

2. Montrer qu’il existe, pour tout n € N*, deux constantes réelles o, et (3,
(que I'on déterminera en fonction de n) telles que la fonction :

— 2 2 2
Fon = JoXy ermgimanyy + (0nl@® 497 + 20+ 82) Xy e

soit de classe C! sur R”.

Indication : on remarquera que toutes les fonctions impliquées dans [’expres-
sion de f,, sont radiales, et que le probléme se ramene par conséquent a
ajuster o, et 3, de maniére a réaliser le raccord C* de deux fonctions d’une
variable au point r = 1/n.

3. Montrer que, pour tout n > 1,0 < f,,, < f, dans R*\ {(0,0,0)}, puis que
la suite de fonctions (f,,)n>1 tend simplement vers f, dans R®\ {(0,0,0)}.



En déduire que, I'on a, T, et T, désignant les distributions fonction sur R3
correspondant respectivement a f, et f,.,

lim 1,, =1,

n—-+o00

au sens du principe de convergence des suites dans D'(R3 R).

4. On rappelle que le Laplacien d’une fonction radiale

(z,,2) € RP\{(0,0,0)} — g(v/a? + 3% + 2?)

(avec g de classe C? dans ]0,+o0[) vaut ¢”(r) + 2¢'(r)/r. En utilisant ce
résultat, calculer (A — a?Id)[f,] dans R?\ {(0,0,0)}.

5. On rappelle la formule de Green-Ostrogradski : si F' et G sont deux fonc-
tions de classe C? au voisinage d’un fermé borné U A frontiere C! de R3,

/// (FAG — GAF) dxdydz = // <FVG — GV F, Ny (2, y, z)>d05U,
U ou

ot dogy désigne la mesure de Lebesgue induite sur OU par la mesure eucli-
dienne sur R? (A désigne le Laplacien, V la prise de gradient). Soit R > 0
et ¢ € D(B((0,0,0), R),R). Soit n > 1. En découpant I'intégrale

/ / /Rs(A — a’1d) [fonl (2, y, 2) (2, y, 2) dvdydz

en une intégrale sur la boule fermée B((0,0,0),1/n) et l'intégrale sur la

couronne fermée {1/n < /22 +y? + y2 < R}, puis en appliquant a chacune
de ces intégrales la formule de Green-Ostrogradski rappelée précédemment,
montrer que

(& - )T, <P>=
/// Va2 +y2+22<1/n 6an—a (Oén(x +y'+2 )+ﬁ”>> p(,y, z) dedydz.

En déduire

(A — GQId)[Ta] = —471'5(0,070)

au sens des distributions sur R3.

FIN



