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Probleme I (intégration « pratique »)
On pose, pour (z,y) €]0, co[?,

x

t
f(z,y) = /]o,oo[Wdte [0, 00] .

I.1. Déterminer le sous-ensemble U de 0, 0o[? constitué des points (z,y) de
10, 0o[? tels que f(z,y) < +oo et vérifier que U est un ouvert de |0, oo[? (pour
décider de lintégrabilité en t = 0, on pensera a utiliser le développement
limité a lordre 1 de expu = 14 u + o(u) pour la fonction exponentielle au
voisinage de u = 0).
1.2. Enoncez précisément le théoreme que vous devez invoquer pour montrer
que la fonction f est de classe C! dans U. Exprimez sous forme d’intégrales
fonction des parametres x et y les deux dérivées partielles f; et f, de f dans
U par rapport respectivement aux variables = et y (on veillera a expliquer
soigneusement pourquoi les hypotheses du théoréme cité sont remplies).
I.3. Enoncer précisément le théoreme assurant la continuité des intégrales
fonction d’un parametre. Montrer ensuite que la fonction
t;re—iwt
F :(z,yw) e UxR+— ———dt
10,00 €XP(Y) — 1

est une fonction continue de U x R dans C.

1.4. Enoncer précisément le théoreme de convergence dominée de Lebesgue.
Expliquez de maniere rigoureuse comment ce théoreme s’applique pour four-
nir le résultat suivant :

N
V(z,y,w) e U xR, F(z,y,w) = lim (Z/
0

N = } ,CO[
k=0

I.5. Enoncer la formule de changement de variables entre intégrales sur des
ouverts de R". Vérifier ensuite que, pour tout (z,y) dans U, on a

f(z,y) =F($,y,0)=§F(le> xc(le),




ou I' est la fonction d’Euler définie sur |0, co[ par

(1) := / u" e du
10,00]

et ¢ la fonction de Riemann définie sur |1, +oo[ par
_y L
= o
k=1

I.6. On suppose maintenant que x > y — 1 > 0. Vérifier que tous les couples
(x 4+ k,y) € U (pour k € N) sont dans U et montrer (en expliquant une fois
encore quel théoreme vous utilisez et pourquoi son utilisation est licite) que,
pour tout w € R,

Feww) = 35 fa byt

_ ézo —kz' (w+l;+1><(x+/y€+1>wk.

Probleme II (intégration « théorique »)

IT.1. Soit © un ensemble abstrait, 7 une tribu sur Q, p : 7 — [0, 00] une
mesure positive sur 7. Que signifie le fait que p soit o-finie? Qu’entend-
t’on par tribu produit 7 ® 7 sur 2 x Q7 Comment est définie (lorsque p
est supposée o-finie) la mesure produit p ® p? Enoncez dans ce contexte le
théoreme de Fubini.

I1.2. On suppose a partir de maintenant la mesure u-o finie et on considere
un élément K de LA(Q x QT @ T, ® p), avec p €]1,00[ (p/ désignant
Iexposant conjugué), ayant pour représentant la fonction

K :(z,y) — K(z,y).

Préciser ce que 'on entend par « K est un représentant de K ». En utilisant
I'inégalité de Holder (que l'on rappellera), montrer que si f est un élément
de L7 (2,7, ) de représentant f, alors, pour u-presque tout z, 'intégrale

LLW@wMﬂwMMM

est convergente et que la fonction définie u-presque partout sur €2 par

/ny y) du(y)



représente un élément K[f] de LE(Q, T, ), avec
KAl < Kl < [1f - (1)

I1.3. Le résultat établi a la question précédente reste-t-il encore vraisip =17
sip=+o0?
I1.4. Enoncer le théoreme de Riesz-Fisher.

I1.5. On suppose toujours p €1, 00| et la mesure p-o finie; on considere une
suite (fn)nens d’éléments de Lg(Q, 7, ) et une suite (K, )pen+ d’éléments de
LE(Qx QT T, u® ) telles que

L . C
Vi€ N, [Kally < Ifully <

(1)

ou C' est une constante positive. On pose, pour presque tout x € €2,

Fy(z) := Z/QKn(may) fa(y) dy

(comme cela est possible du résultat établi a la question I1.2) et ’on prolonge
ensuite Fy par 0 sur l'ensemble (de mesure nulle) ou la fonction reste a
définir. Montrer que 'on peut extraire de la suite (Fy)n>1 une sous-suite
convergeant simplement p-presque partout sur {2 vers une fonction mesurable
F e LL(QT,p).

I1.6. Enoncer I'inégalité de Markov. On poursuit avec les hypotheses et les
notations de la question précédente. Montrer que, pour tout € > 0, on a

o({imv a1z ) < ()"



