Semestre 5, Année 2007-2008 SESSION 2
UE : MHT512

Date : 4 Mars 2008, 14 h-17 h Durée : 3h
Texte (en italiques) et corrigé (en roman)

Probleme I (intégration « pratique »)
On pose, pour (z,y) €]0, co[?,

x

t
fle.y) = /] e

I.1. Déterminer le sous-ensemble U de ]0,00[* constitué des points (x,y) de
10, 00[? tels que f(x,y) < +oo et vérifier que U est un ouvert de |0, 00[? (pour
décider de lintégrabilité en t = 0, on pensera a utiliser le développement
limité a Uordre 1 de expu = 1+ u + o(u) pour la fonction exponentielle au
voisinage de u =0).

Un équivalent au voisinage de t = +o00 de la fonction positive figurant sous
I'intégrale étant

t — t% exp(—tY)

et y étant strictement positif, la présence du facteur exponentiel (devenant
strictement inférieur & ¢+~*~2 pour t assez grand puisque ’exponentielle im-
pose sa limite a toutes les fonctions puissance) implique la convergence de
I'intégrale en 400 indépendamment de la valeur de x. L’autre probleme se
posant ici est le probleme en t = 0. On constate quun équivalent de la
fonction a intégrer lorsque t tend cette fois vers 07 est

t— t*Y

puisque e’ = 14+ +0(t¥) au voisinage de t = 0 (en effet y > 0). Le critere de
comparaison (pour les intégrales impropres de fonctions positives), combiné
avec le critere de Riemann, assure donc

U={(z,y) €)0,00[*; 2 —y > —1}.

Ce sous-ensemble de ]0, co[? est bien siir un sous-ensemble ouvert de |0, oo[?
puisque l'inégalité intervenant dans la contrainte x —y > —1 est stricte.

1.2. Enoncez précisément le théoreme que vous devez invoquer pour montrer
que la fonction f est de classe C* dans U. Exprimez sous forme d’intégrales
fonction des parametres x et y les deur dérivées partielles f, et f, de f dans
U par rapport respectivement aux variables x et y (on veillera a expliquer
soigneusement pourquoi les hypotheses du théoréme cité sont remplies).
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Le théoreme a utiliser ici est le théoreme de dérivation des intégrales fonction
de plusieurs parametres réels (théoreme 3.3 du cours). Les fonctions

tl‘
t— — ceU
) — 1 (z,y)

sont en effet toutes intégrables sur |0, oo[ et les fonctions
(2,9) €U L

: (z, — ———

7t Y exp(ty) — 1

sont bien, pour tout ¢ €]0, 00|, de classe C* dans U avec comme dérivées
partielles respectivement par rapport a x et y les fonctions

(2.7) logt x t*
:I/' —
Y exp(t¥) — 1
oty y
(2.9) logt x " exp(Y)

(exp(tv) — 1)2

Si (zg,yo) € U, on pose

Voo == [to — €m0+ €] X [yo —€yo+ €] CU

avec xo—yo —4e > —1 et yo—e > 0. Il est possible de construire une fonction
positive g, 4, intégrable sur |0, co[ et telle que, pour tout (z,y) dans V.,
pour tout ¢ €]0, co[, on ait

x tz+y6ty

xp() — 1 (exp(t) — 1)

(il + ()| = 1ogt] ) < G ()

il suffit en effet de poser (en se souvenant que logt < 0 si ¢ €]0, 1] tandis que
logt >0sit>1)
{ro—e ta:g—i—yg—?eety()’E

exp(07) — 1 (exp(twte) —1)2

Gano (1) = Togt]

sit€]0,1] et

< trote $%0+Yo +2€€ty0+6 )

Ylwo.wo) (1) := [log t] exp(t0 ) — 1 (exp(tw—<) — 1)?

si t > 1. Cette fonction est intégrable en ¢ = 0 car xg — yp — 4e > —1 et
que |logt| x t* est intégrable en t = 0 des que a > —1 et intégrable en 400

du fait de la présence de exp(t¥°~¢) au dénominateur (qui « écrase » tout
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et impose donc sa limite au numérateur et par conséquent l'intégrabilité de
I'expression). La clause d’application (1) du théoréme & citer étant remplie,
il en résulte que f est bien de classe C! dans U et que ses deux dérivées
partielles sont données par

logt x t*
. = ————dt
fi(a,y) /] o

logt x t*tve!”
Flay) = — / ostxtr e g
W) e (@xp(7) — 12

1.3. Enoncer précisément le théoreme assurant la continuité des intégrales
fonction d’un paramétre. Montrer ensuite que la fonction
txe—iwt

F o (rx,y,w) e UXR+— —dt
( ) 10,00 €XP(Y) — 1

est une fonction continue de U X R dans C.
C’est le théoreme 3.1 du cours qu’il convient de citer et invoquer ici. Pour
tout (z,y,w) dans U x R, la fonction

t:vefiwt

t N
€10, ool— exp(t¥) — 1

est intégrable sur |0, +oo[ d’apres le critere d’intégrabilité par domination
(proposition 2.9 du cours) puisque |e~**| = 1. D’autre part, les fonctions

t:pe—zwt

UxR _
(x,y,w) €U xR +—s (@) 1

sont toutes continues sur U X R quelque soit ¢ €]0, oo[. Prenons (zg, o) dans
Uete>0tel que yp—e€ > 0 et zg —yo — 2¢ > —1. Il est possible de
construire une fonction positive gy, ,, intégrable sur ]0, co| et telle que, pour
tout (x,y,w) dans [xg — €,20 + €] X [yo — €, Y0 + €] x R C U x R, pour tout
t €]0, oo, on ait

tzefzwt

W‘ < Gaowo () (2)

il suffit en effet de poser (en se souvenant que logt < 0 si ¢ €]0, 1] tandis que
logt >0sit>1)

tro—e

(o) (t) = oxp(Er) — 1
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sit€]0,1] et
t:l?()—l-e

J(z t)i=——
g( O:yo)( ) exp(tyoff) -1

si t > 1. Cette fonction est intégrable en ¢t = 0 car xg — yo — 2¢ > —1 et
intégrable en 400 du fait de la présence au dénominateur de exp(t¥°~¢) (qui
« écrase » tout et impose sa limite au numérateur, donc aussi l'intégrabilité
de T'expression en t = +o0). La clause d’application (2) du théoreme 3.1
étant remplie, il en résulte que F' est bien continue dans U x R.

1.4. Enoncer précisément le théoreme de convergence dominée de Lebesque.
Expliquez de maniére rigoureuse comment ce théoréme s’applique pour four-
nir le résultat suivant :

N
V(z,y,w) €U xR, F(r,y,w) = lim <Z/

tl‘e—(k"f‘l)ty 6—iwt dt) .

Si (hy) N0 est une suite de fonctions dans £§(€2, 7, i) convergeant p-presque
partout vers h et telle qu’il existe une fonction (€2, 7)-([0, 00|, B)-mesurable
g intégrable relativement a u telle que

VN eN, |hy| < gsur Q

(clause de domination), alors h se prolonge en une fonction mesurable, inté-
grable sur {2 par rapport a la mesure p, avec

/hdu: lim hy d .
Q )

N—+o00

Ici Q =|0, +oo[, p = dt et

N N
Yy . . Yy
hN(t) = E tﬂce—(k-i-l)t e—zwt — tre—zwt 2 :6_(k+1)t ‘
k=0 =0

Lorsque N tend vers l'infini, on a, pour tout ¢ €]0, 0o, de par le calcul de la
somme d'une série géométrique de raison |a| < 1,

) 1Y t® —iwt
lim hy(t) = te ™" exp(=t") = ¢ .
N—+00 1 —exp(—tY) exp(tv)—1
D’autre part, on a aussi, toujours pour tout t €]0, 0o,

N
’hN(t)’ < thef(lwrl)ty < 1 %
k=0

exp(—t¥) t*
1 —exp(—t¥) exp(t¥) —1’




la fonction majorante étant intégrable sur |0, oo relativement a la mesure de
Lebesgue. Le théoreme de convergence dominée de Lebesgue s’applique et
I’on a donc bien

tmefzwt

Jim hNtdt:/ e T g = Playw).
10,00[ Q 10,00 €XP(Y) — 1 ( )

N—+400

1.5. Enoncer la formule de changement de variables entre intégrales sur des
ouverts de R"™. Vérifier ensuite que, pour tout (x,y) dans U, on a

o) = Fla0) = T () x ¢ (F2),

ou I' est la fonction d’Euler définie sur |0, 00| par

(1) := / u" e du
10,00

et ¢ la fonction de Riemann définie sur |1, 4o00| par
1
C(T) = Z F .
k=1

Si U et V sont deux ouverts difféomorphes de R” (& : U +— V étant le
difféomorphime) et si f est une fonction mesurable de V' dans C (pour la
tribu borélienne a la source et au but), dire que f est intégrable relativement
a la mesure de Lebesgue dans V équivaut a dire que f o ® est intégrable
relativement a la mesure de Lebesgue dans U et on a

/(fo ®)(y) || det[d®(y)][| dz = / f(zx)de.
U \%4

Ici, on prend U = V =0, 00| et, pour k € N, ®(u) = (u/(k + 1))"/¥ pour
affirmer (puisque (z 4+ 1)/y > 0) que

dt

/ tYexp(—(k+ 1)tY)dt = t"Hexp(—(k + 1)tY) n
]0,00]

—

]0,00]

]_ x+1

XWX/ Uy_leiudu
k+1)v 10,00[

X F(x—gi/_l) X m +11)131' (3)
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Mais comme on a aussi (z+1)/y >1carz —y > —1,on a

(5t =2

(k+1

d’out la formule voulue en ajoutant les formules (3) pour les diverses valeurs
de & € N.

1.6. On suppose maintenant que x >y — 1 > 0. Vérifier que tous les couples
(x + k,y) € U (pour k € N) sont dans U et montrer (en expliquant une fois
encore quel théoreme vous utilisez et pourquoi son utilisation est licite) que,
pour tout w € R,

F(a,y.w) = Z( Z;)kf(x+k,y)w’“

- 5 () (e

Y Y

Siz—y>-1,onax+k—y>—1pourtout k € N, donc (v + k,y) € U,
On introduit la suite de fonctions (hy)nen, ol

~ x N kgk ok
hy :t€]0, 00— _ X %,
exp(tV) —1 = £~

cette suite converge simplement vers

txe—iwt
€]0, 00— h(t) = —————
10,00l hit) = o

du fait que
exp z = Z o
k=0
pour tout nombre complexe z. De plus, on a

B | |ktk txe|w|t
t .
I (t)] < exp(t) — 1 Z ~exp(tv) — 1

La fonction majorante est ici intégrable sur |0, oo car y —1 > 0, ce qui assure
I'intégrabilité en t = 400 vu que l'exponentielle figurant au dénominateur
« avale » celle qui est au numérateur ainsi que ¢t — t* pour tout z ; l'intégra-
bilité en t = 0 persiste quelque soit w car x — y > —1 grace a la regle des



équivalents. Le théoreme de convergence dominée de Lebesgue s’applique
donc ici encore et assure

lim ha(t)dt = F(z,y,w).

N=+00 J10,00]

Il ne reste plus qu’a remarquer que

(=)

N
/ hn(tydt = S byt
10,00 k=0 :
N .
ol () e+ k41 r+k+1y
Ty k! F( >C< Y )“"
k=0

en utilisant le résultat établi a la question précédente.
Probleme II (intégration « théorique »)

II.1. Soit Q un ensemble abstrait, T une tribu sur 2, u T — [0,00| une
mesure positive sur T. Que signifie le fait que p soit o-finie ? Qu’entend-
t’on par tribu produit T @ T sur Q0 x Q¢ Comment est définie (lorsque
est supposée o-finie) la mesure produit p @ p ? Enoncez dans ce contexte le
théoreme de Fubini.

Dire que la mesure p est o-finie, c¢’est dire que () s’écrit sous la forme

Q=] A,

keN

ou chaque Ay vérifie u(Ay) < oo. La tribu produit sur Q x Q est la tribu
engendrée par les « rectangles » A x B, ou A € T, et B € 75. La mesure
produit u ® p sur 7 ® 7 (que l'on ne peut définir qu’a condition que p soit
o-finie) est définie comme 1'unique mesure v sur 7 ® 7 qui vérifie

V(A X B) = p(A) x p(B)

(toujours avec la convention 0 X oo = 00), ce pour tout « rectangle » A x B,
avec A € Ty et B € T5. Le théoreme de Fubini (théoreme 3.8 du cours)
stipule (sous ces hypotheses sur ) que si F' est une fonction de € x € dans
C mesurable par rapport a la tribu produit 7 ® 7 a la source et la tribu
borélienne au but, intégrable par rapport a la mesure produit p ® pu (ceci est
essentiel), alors, pour u-presque tout x dans €2, la fonction

F, 1y € Qv+ F(z,y)



est intégrable sur 2 relativement a la mesure p, et la fonction (définie pour
p-presque tout x € Q)

fﬁ*—>/QF(:r,y) dp(y)

se prolonge en une fonction mesurable (relativement aux tribus 7" & la source
et B au but), intégrable elle aussi relativement a la mesure yu, avec en prime
la formule

L[ Pewa] i = [ Peydne ey

QxQ

(les roles de = et y pouvant étre échangés).

I1.2. On suppose a partir de maintenant la mesure p-o finie et on considere
un élément K de LE(Q x QT @ T,pu ® ), avec p €]1,00[, (p/ désignant
Pexposant conjugué) ayant pour représentant la fonction

K :(x,y)— K(x,y).

Préciser ce que 'on entend par « K est un représentant de K ». En utilisant
Uinégalité de Hélder (que l'on rappellera), montrer que si f est un élément

de Lfé (Q,7T, ) de représentant f, alors, pour p-presque tout x, l'intégrale

Ammwwwwww

est convergente et que la fonction définie p-presque partout sur €2 par

/ny ) diu(y)

représente un élément K[f] de LE(Q2, T, 1), avec
I f1llp < 1K1l < (11l - (1)

Dire que K est un représentant de K, c’est dire que K est un élément de
LP(QAx QT RT,u® u) appartenant a la classe d’équivalence que définit K
pour la relation d’équivalence

fRg<= f—9g=0 u— presque partout.

Par I'inégalité de Holder, on a, pour z € €,

[ i@l < ([ 1K@ ora) ([ ror dw) "
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On a donc
L[ e sl )] anto
< |IFI1 /Q [ /Q Kl )] dute). "

Grace au théoreme de Fubini (en fait ici Fubini-Tonnelli car les fonctions en
jeu sont positives), on a donc

L[ 1Kenlliwldw] ) = [ K@ pP despen = 1K1,

La majoration (4) implique bien (puisque le module d’une intégrale est ma-
joré par I'intégrale du module de la fonction intégrée) que

| K 1) duto|| duta) < 171 % 115

On en déduit le résultat demandé en prenant les racines p-iemes.

I1.3. Le résultat établi a la question précédente reste-t-il encore vrai sip =17
sip=-+00?
Sip=1,onap =+oc0. Si

/Q K Gl dpe pllay) <+,

alors, l'intégrale
[ 1K@l dnty

est finie pour p-presque tout x (de par le théoreme de Fubini). De plus, si
feLE(Q,T,u), on adonc, pour p-presque tout

/Q K (@, 9)| 1 @)] du(y) < [ flloe % / K (2, )| dudy).

En intégrant par rapport a = et en utilisant le théoreme de Fubini-Tonnelli,
on voit donc encore que dans ce cas

L1 Ko dut] dute) < 11 < 11,

et I'inégalité (1) est bien encore remplie.



Supposons maintenant p = +oo (donc p’ = 1). Si
KelLF@xQT T n®p),

on peut choisir un représentant de K borné partout par | K||s. Si f est dans
L&(Q, T, ), on a done, pour tout = dans € et avec le choix de ce représentant
particulier K,

IA

‘/QK(“/)J”(?J) du(y)‘ /Q|K(fv,y)| ()] dp(y)

sup | K (z, ) x | fll = 1Ko x | f]l1 -
QxQ

IA

La fonction

- / K (z,y) f(y) dp(y)

est bien dans £X(Q, T, ) et définit donc une classe K[f] telle que

1K lloe < 1K loo x /111

I'inégalité (1) est donc bien encore valide dans ce cas.
IL.4. Enoncer le théoréme de Riesz-Fisher.

Le théoreme de Riesz-Fisher permet d’affirmer que, pour p € [1, 0o], 'espace
de Minkowski L% (2,7, ) (K = R ou C) équipé de sa norme de Minkowski
| ll, est un K-espace vectoriel normé complet (c’est-a-dire un K-espace de
Banach).

IL.5. On suppose toujours p €)1, 00| et la mesure p-o finie; on considére une
suite (fn)nen+ d’éléments de Lg(Q, T, 1) et une suite (K, )pen+ d’éléments de
LE(QXx QT T, @ p) telles que
L . C
Vi e N, Kl I fully < 2

’
n?

(1)

ou C' est une constante positive. On pose, pour presque tout x € €2,

Fy(@) =3 / Ko(e,y) fuly) dy

(comme cela est possible du résultat établi a la question 11.2) et [’on prolonge
ensuite Fy par 0 sur l’ensemble (de mesure nulle) ou la fonction reste a
définir. Montrer que l'on peut extraire de la suite (Fy)n>1 une sous-suite
convergeant simplement p-presque partout sur €2 vers une fonction mesurable

FeLg(Q7,pn).
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La série des classes de fonctions de terme général K| fn] est une série absolu-
ment convergente dans L(€2, 7, u) en vertu du résultat établi a la question
I1.2 (inégalité (f)) et de 'hypothese (f1) puisque

© >~ . : =1
S IEaldallly < S 1Kl I fully €Y =5 < o0,
n=1 k=1 n=1

D’apres le théoreme de Riesz-Fisher, cette série est convergente (dans un
C-espace complet, toute série absolument convergente est convergente) vers
un élément F. Les Fy sont des représentants des sommes partielles de cette
série de classes et I'on peut donc assurer (d’apres la propriété rappelée a la
question II.4) la possibilité d’extraire de la suite (Fy)yen+ une sous-suite
convergeant p-presque partout vers un représentant de F.

I1.6. Enoncer l'inégalité de Markov. On poursuit avec les hypothéses et les
notations de la question précédente. Montrer que, pour tout € >0, on a

o({imv-r1= ) < (5)

L’inégalité de Markov (proposition 2.3 des notes du cours) s’énonce ainsi : soit
(Q, 7, p) un espace mesuré et f une application (€2, 7)-(]0, oo|, B)-mesurable,
intégrable relativement a la mesure p; pour tout € > 0, on a

M({f26}> S%/Qfdu-

Ici, on applique le résultat a
f = ‘FN — F|p .

On a, d’apres I'inégalité de Minkowski et les inégalités (1) et (f1),

. . > o <1 © gt C
1Ex—Flo =iy -Fla< Y IRlillb<C Y S [ §=%
n=N+1 n=N+1 N

On a donc

= prans (5)

Or, d’apres I'inégalité de Markov,

en({iEn - Fl=a) < ($)

d’ou l'inégalité demandée en divisant par €P.
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