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RESUME. L’objectif de ce cours (correspondant au contenu de 'UE K1MA4021
du parcours < Ingénierie mathématique > de la Licence) se veut avant tout
une introduction pratique (plutot que théorique) a lintégration sur les do-
maines volumiques de R"™, les courbes planes ou gauches rectifiables du plan
ou de 'espace, ainsi que les nappes paramétrées dans ’espace. Les concepts
d’intégration relevants (intégrale linéique, surfacique, intégrale curviligne, cal-
cul de flux) seront également dégagés, ainsi que les formules fondamentales
de l’analyse vectorielle (Stokes, Green-Riemann, Green-Ostrogradski) dans le
plan ou I’espace. La seconde partie du cours présentera les aspects qualitatifs de
I’étude des solutions d’une équation différentielle (ou d’un systéme différentiel)
résoluble en Y’ (Cauchy-Lipschitz, étude qualitative du plan de phase, aspects
numériques), toujours sous l'angle < appliqué > plutoét que théorique. Parmi
les références sur lesquelles s’appuiera ce cours, on mentionne les chapitres
14-15-16 de [MathL2], le cours de Théorie de 'Intégration [Yint] (dont on
ne retiendra ici que 'aspect < pratique >, la partie I de [L3An] (méme re-
marque). Une liste d’exercices proposés en TP (en 2011-2012) par Stanislas
Kupin, ainsi que les corrigés du DS et des deux sessions d’examen (annales
2011-2012, 2012-2013), figurent en Annexes a ce polycopié.
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CHAPITRE 1

Intégration < pratique > sur R"

1.1. Peut-on (et comment ?) < mesurer > tout sous-ensemble de R™ ?

1.1.1. Les <« briques de base > de R". La < brique de base > que 'on
envisage pour parler d’intégration (et donc de calcul de longueur) dans R est I'in-
tervalle [0,1]. Ce segment a un volume 1-dimensionnel ! qui vaut vol ([0, 1]) = 1.
Lorsque I’on passe en dimension supérieure 2, deux < briques de base > peuvent étre
envisagées :

— la plus simple est le pavé fermé [0,1]", auquel il est naturel d’attacher le

volume (n-dimensionnel cette fois) : vol,([0,1]") =1 x -+ x 1;

— la seconde (un peut moins naturelle, mais pourtant importante dans la construc-

tion de maillages en mathématiques appliquées) est le simpleze fermé

(1.1) Ap={(21,.,an) €ER";2; >0, j=1,...,n; o1+ + 3, <1},

(triangle en dimension 2, tétraedre en dimension 3, etc.) auquel il est naturel
d’attacher le volume n-dimensionnel vol,, (A,,) = 1/n! puisque le pavé [0, 1]”
se découpe en n! copies du simplexe A,, (s’en convaincre dans les cas n = 2,
n=3).

1.1.2. Ouverts et compacts de R". Dans R", deux classes de sous-ensembles
jouent un réle important. Ces deux classes se situent aux antipodes I'une de I'autre
de part le caractere des objets qui la composent.

— La classe des sous-ensembles ayant vocation & envahir l’espace qui leur est
attribué : ce sont les < ouverts > ; un ouvert de R™ est par définition une
union quelconque de pavés ouverts Jag, by[X - -+ X]an, by[, avec, pour tout j
dans {1,...,n}, —o0 < a; < b; < 4+oc0. Si un point x de R™ appartient & un
ouvert U, il existe un pavé ouvert P tels que x € P C U (c’est ainsi que l'on
traduit ce caractére < expansionniste » des ouverts).

— La classe des sous-ensembles ayant au contraire vocation a se trouver < res-
serrés > ou < confinés > dans l’espace qui leur est imparti : ce sont les
compacts de R"™, c’est-a-dire les sous-ensembles K C R™ qui sont bornés
et dont le complémentaire est ouvert. De toute suite de points d’un com-
pact, on peut toujours extraire une sous-suite convergeant vers un point de
ce compact (ce qui est une maniere de traduire le caractére < confiné > des
compacts).

1. On dit ici une < longueur > car on est en dimension un, si on était en dimension 2, on
parlerait de < surface >, en dimension 3 vraiment de <« volume >, etc.

2. On s’intéressera en priorité dans ce cours aux dimensions un (la droite des temps), deux
(le plan), trois (I’espace), quatre (I’espace-temps).

1
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F1GURE 1.1. Redécoupage d’une union de pavés ouverts

Les ouverts sont des ensembles qu’il est possible de mesurer du fait de la remarque
importante suivante : tout ouvert U C R™ s’écrit sous la forme

(1.2) U=J P
k=1

ou les Py sont des pavés ouverts : on remarque en effet que, si € U, il existe un
pavé ouvert P* dont les sommets sont des points a coordonnées rationnelles tel que
x € P* C U. Comme il n'y a qu’une infinité dénombrable de nombre rationnels, il
y a énormément de redondance dans I'expression

rp=J P
xeU
et, une fois éliminée cette redondance, nous sommes conduits & (1.2) (du fait que
le sous-ensemble @ C R des nombres rationnels est dense dans R). Remarquons
d’autre part que toute union dénombrable (1.2) de pavés ouverts Py s'écrit, au prix
d’un redécoupage approprié des pavés P, comme une union dénombrable de pavés
ﬁk, non plus nécessairement ouverts, mais dont les intérieurs sont cette fois disjoints
(voir la figure 1.1).

DEFINITION 1.1 (volume n-dimensionnel des pavés ouverts et des ouverts de
R™). Le volume n-dimensionnel d’'un pavé ouvert non vide Jay, by[x - - - X]ay, b,[ de
R"™, ou —o0 < aj < b; < 400, j =1,...,n, est par définition le nombre strictement
positif

(1.3) voly (Jay, bi[x - X]an, ba[) == [ [ (b; — ;).

Jj=1



1.1. PEUT-ON (ET COMMENT ?) <« MESURER » TOUT SOUS-ENSEMBLE DE R" ? 3

Le volume du pavé vide est par convention égal a 0. Si U est un ouvert de R”, le
volume n-dimensionnel de l'ouvert U est par définition

(1.4) vol, (U) =Y voly, (int(P))
k=1
des que U s’ecrit sous la forme

Py, ol int(Py) Nint (P) = 0 si k # L.

(@

(1.5) U=

k=1

(le résultat étant indépendant d’ailleurs du < découpage > (1.5) de U, < int » désignant
ici la prise d’intérieur).

Il est naturel, une fois armé de cette définition, d’en déduire une maniére de <« me-
surer > les compacts de R™.

DEFINITION 1.2 (volume n-dimensionnel des compacts de R™). Si K est un
compact de R™, le volume n-dimensionnel de K est par définition

(1.6) vol, (K) := 1}1312 (vol,, (U)).

U ouvert

REMARQUE 1.1 (le volume n-dimensionnel d’un compact de R™ est fini). Comme
tout compact K de R™ est borné, donc inclus dans un pavé ouvert | — R, R["™ pour
R assez grand, on a bien vol, (K) < (2R)™ < +o0.

REMARQUE 1.2 (invariance du volume n-dimensionel par isométrie de R™).
Les notions de volume n-dimensionnel que nous venons d’introduire ici pour les
ouverts et les compacts de R™ sont naturellement invariantes par isométrie : si
® est une transformation linéaire orthogonale de R™ dans lui-méme (préservant
le produit scalaire euclidien usuel, donc distance euclidienne et orthogonalité),
on a vol,(®(U)) = vol,(U) pour tout ouvert de R™ et, par voie de conséquence
vol, (®(K)) = vol, (K) pour tout compact de R”. On admettra ce point ici.

1.1.3. Volume n-dimensionel de parallélotopes. Les segments en dimen-
sion un, les parallélogrammes fermés en dimension deux, les parallélépipedes fermés
en dimension trois, ce que nous conviendrons d’appeler les parallélotopes en di-
mension supérieure, sont autant de compacts jouant un role tres important en
modélisation mathématique ainsi que dans le mécanisme d’intégration des fonc-
tions de plusieurs variables que nous allons présenter dans ce cours. I est donc
essentiel de savoir calculer, avant d’aller plus avant, le volume n-dimensionnel de
compacts aussi simples que ne le sont ceux-ci.

Commencons par la dimension un (sur la droite réelle R). Si z est un nombre réel
non nul, on a

(1.7) voly ({tz; t € [0,1]}) = ||

(il s’agit juste ici de calculer la longueur d’un segment fermé).
Voyons maintenant ce qui se passe en dimension deux (dans le plan R?). Si

—

1 =011t +v21], T2 = V12t + V227,
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FIGURE 1.2. Calcul de la surface d’un parallélogramme dans R?

sont deux vecteurs du plan (rapporté & sa base canonique (Z, ;)) linéairement
indépendants 3 | la surface du parallélogramme fermé

{t101 + Lot 5 t1 € [0,1], t2 € [0, 1]}

construit & partir des vecteurs U7 et ¥ se calcule immédiatement (voir la figure
1.2) a partir des formules donnant 1’aire d’un rectangle (produit des longueurs des
cOtés) et l'aire d’un triangle (demi-produit de la base par la hauteur). On obtient
(1.8)

. . vy v L
V012({t1v1+t2112; t1 €[0,1], t2 € [0, 1]}) = |v11v22—V12021| = I [|T1 AT |,

V21 V22
ol A désigne le produit extérieur® des deux vecteurs

Ty = vni +vi2] + 0k, T = vigi + vaoj + Ok,
considérés comme vecteurs de R? (rapporté & sa base canonique ("_L: 7, l;))

Examinons enfin le cas de I'espace R3. Si (avec la méme convention que ci-dessus
concernant 1’écriture des indices pour les coordonnées)

-
— 7

v =011t + UzJJr ”U31E
(19) 172 = V12 ;+ ’02234— 1}32];
T3 = V134 + va3] + v3sk

sont trois vecteurs de l’espace R3 linéairement indépendants, le volume du pa-
rallélépipede fermé

{tl’Ul + toty + t3’[73; t € [0, ].], to € [0, 1},153 S [07 1]},

construit & partir des vecteurs ¥, U, U3, se calcule de maniere identique en utilisant
les formules donnant le volume d’un parallélépipede droit (produit des longueurs

3. On choisit ici de noter vgj, k = 1,2, les coordonnées d’un vecteur afin de privilégier sa
représentation comme vecteur colonne : en effet le premier indice dans les tableaux numériques
est I'indice de ligne, tandis que le second figure 'indice de colonne.

4. On rappelle que le produit extérieur de deux vecteurs zi + yf + 2k et 2’7 + y’jJr 2k de
Pespace R3 est défini de maniére & réaliser une opération bilinéaire sur R3 x R3, ce en respectant
les regles AT = j/\; =kNk=0etles régles < tournantes > 3/\]2 =7i= —EA;, kni= ; = —Z/\E,
i j =k= ,j/\ i. La forme bilinéaire ainsi construite est dite alternée.
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des trois cotés) et celui d’un tétraedre (un tiers du produit de la surface de la base
par la hauteur). On a dans ce cas

volg ({t101 + ta¥s + t373 5 t1 € [0,1], to € [0,1],¢3 € [0,1]}) =

(1.10) V11 V12 Vi3
=|va1 way wa3| = |[(T1, T2 ATs)| = |[(Va, U3 A TL)|| = [|{T3, 01 A Ta)|.
U3l V32 V33
Le déterminant det (¥, U2, ¥3) intervenant dans (1.10) est aussi appelé produit mizte
des trois vecteurs ¥, U, U3 (dans cet ordre & respecter).

Les formules (1.7), (1.8), (1.10) sont des cas particuliers (en dimension respective un,
deux, trois) d’une formule générale trés importante (tant du point de vue théorique
qu’appliqué). Cette formule sera une des piéces maitresses du calcul de volumes et,
plus généralement, d’intégrales multiples dans R? ou R3, ainsi que sur les courbes
du plan, les courbes ou les surfaces de ’espace.

PROPOSITION 1.1 (volume d’un parallélotope). Soitm € {1,...,n} et U1, ..., U,
m vecteurs linéairement indépendants dans R™, engendrant donc un sous-espace
vectoriel V (U1, ...,Um) de dimension m dans R™. Le volume m-dimensionnel du
parallélotope
(111) {t1171++tm17m, tj S [07 1], j = 1,...,m}
(considéré ici® comme un compact du sous-espace vectoriel V (Ui, ..., Ty,), Sous-
espace de R™ de dimension m) est donné par

volm({tﬂ_fl + FtpUn; t; €0,1], j =1, ...,m})
= /det(G(T1,, ..., Tm)),

ot G(Uy, ..., Um) désigne la matrice de Gram du systéme {¥y, ..., U }, ¢’est-a-dire la
matrice m x m réelle symétrique dont les entrées sont les produits scalaires (U;, U;),
1<i,j<m.

(1.12)

REMARQUE 1.3. Lorsque m = n, notons M (¥, ..., ¥, ) la matrice dont la j-iéme
colonne figure la liste des coordonnées du vecteur ¢; exprimé dans la base canonique
de R™. On a alors

G[U1, oy Tn) = "M (T, ooy Uy) - M (T ey )

ce qui implique det (G’(z’fl, ...,ﬁn)) = (det (M(ﬁl, ...,ﬁn)))Q. Si 91, ..., U, définissent
une base de R™, on a donc

voln({tlﬁ’l +-+taTns t; €[0,1], =1, ,n})

(1.13) . . . .
= |det (M (T, ..., T,))| = | det(a, ..., Ty)|.

DEMONSTRATION. Donnons ici une esquisse de preuve (inspirée des preuves
en dimension deux et trois, dont on a vu qu’elles exploitaient l'orthogonalité, cf.
par exemple la figure 1.2 dans le cas n = 2). Notons M (@1, ..., ¥,,) la matrice a
n lignes et m colonnes dont la j-ietme colonne figure la liste des cordonnées du
vecteur ¥; exprimé dans la base canonique de R™. La matrice réelle symétrique
G4, ..., U] = G de taille (m, m) obtenue comme G = *M (0, ..., Up,) - M (U1, ..., U

5. Si m < n, le compact (1.11) n’a pas d’< épaisseur > dans R™ puisqu’il est inclus dans
un sous-espace vectoriel de dimeension m < n. En vertu de la définition 1.2, son volume n-
dimensionnel est nul.
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est inversible puisque les vecteurs 771, ..., Uy, sont linéairement indépendants dans R™.
Cette matrice est une matrice réelle symétrique définie positive. Elle se diagonalise
(voir le cours d’Algebre 2) dans une base orthonormée de R™ et les valeurs propres
0’% >0 > O'?n de cette matrice sont strictement positives. On en déduit 6 existence
de deux matrices orthogonales réelles U et V (respectivement de taille (m,m) et
(n,n)) telles que

|O'1| 0 0

0 .o 0
M(T1y.yUp) =V -] 0 0 Joml|-'U

0 0 0

0 0o ... 0

La matrice M (¥, ..., U, ) peut étre considérée comme la matrice d’une application
linéaire de R™ dans R"”. Les matrices U et V figurent des matrices de transforma-
tions orthogonales (donc d’isométries préservant les distances et donc les volumes
respectivement m dimensionnels et n dimensionnels) & la source R™ (pour U) ou
au but R™ (pour V). Puisque les transformations orthogonales U et V' préservent
les volumes (car préservent les distances, voir la Remarque 1.2), on en déduit

m

vol, ({171 + -+ 4+t s t; € [0,1], 5 =1,...,m}) = H o1,

j=1

ce qui est la formule (1.12) attendue puisque det G = [}, o3, O

1.1.4. Sous-ensembles intégrables, mesurables, négligeables, de R".
Le caractere inhérent aux ouverts (& savoir I’< expansionnisme ) et celui inhérent
aux compacts (& savoir le < confinement ») nous conduisent & élargir la classe des
sous-ensembles F de R™ auxquels on puisse attribuer un volume (fini ou infini) en
tentant d’approcher pareils ensembles de I'extérieur par les ouverts et de l'intérieur
par les compacts. La définition suivante s’avere ainsi naturelle.

DEFINITION 1.3 (sous-ensembles intégrables, mesurables, négligeables, de R™).
Un sous-ensemble F de R™ est dit intégrable si, pour tout € > 0, il existe un ouvert
U, contenant F et un compact K, contenu dans F/, de maniere a ce que le volume n-
dimensionnel de 'ouvert U, \ K. soit inférieur ou égal a e. Le volume n-dimensionnel
de E est alors un nombre positif ou nul (forcément fini), que ’on note

voly, ( / /d:cl ... dz,.

Un sous-ensemble E de R™ est dit mesurable (au sens de Lebesgue) si, pour tout
R >0, EN[—R, R]" est intégrable. On pose alors

vol, (E) = hm (vol,(EN] — R,R[")) =
(1.14) '
= REIEOO / /Em] . R[n .. d.l?n) S [0, OO]

6. Voir par exemple le cours de Calcul Scientifique et Symbolique [Ycale|, Proposition 4.6;
il s’agit de ce que l'on appelle la décomposition en valeurs singuliéres (svd dans les codes des
logiciels) de la matrice *M (%1, ..., Tm)-
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Un sous-ensemble E de R™ est dit négligeable s’il est intégrable et tel que 'on ait
vol, (E) = 0.

REMARQUE 1.4. Tout sous-ensemble d’un ensemble négligeable est encore né-
gligeable. Ainsi, tout sous-ensemble de R? contenu dans une droite ou une portion
de courbe est négligeable dans le plan R? ; tout sous-ensemble de 'espace R3 contenu
dans un plan ou une portion de surface est négligeable dans I’espace R3. Ceci se
généralise aux dimensions supérieures . En particulier, la frontiere d’un pavé fermé
de R™, et donc tout sous-ensemble inclus dans cette frontiere (comme une face, une
aréte, etc.), sont des sous-ensembles négligeables de R™.

Du point de vue pratique, voici comment ’on peut calculer le volume n-dimensionnel
(c’est-a-dire la mesure) d’un sous-ensemble E mesurable borné (donc intégrable)
de R™. On fixe un pas 7 > 0 (trés petit) et on plaque sur F un maillage régulier
n-dimensionnel de pas 7 (voir la figure 1.3). On compte le nombre Ng(7) de cellules
fermées du maillage rencontrant E. Lorsque 7 tend vers 0, on a

(1.15) lim (7" Ng(7)) = vol,(E) :/~-~/Ed:1:1...dxn

T—)0+

(r™ figure ici le volume n-dimensionnel d’une maille de la grille). Si E' n’était pas
mesurable, il se pourrait que 'on obtienne un résultat différent (strictement plus
petit) en remplacant dans (1.15) Ng(7) par le nombre (a priori strictement plus
petit) de cellules fermées du maillage entierement incluses dans E. Cette méthode
numérique est inspirée d’'une méthode probabiliste dite de méthode de Monte-Carlo :
si E est un domaine plan inscrit dans [0, 1]2, on jette N fois une pi¢ce de monnaie
de rayon 7 sur [0,1]%, aucun point du cadre [0, 1]> n’étant privilégié : on compte
le nombre de fois Mg(7) ol la piece (une fois tombée) rencontre E. Le quotient
Mpg(7)/N réalise, lorsque N est grand, une approximation p,(FE) de vola(E). Si
Pon choisit la piece de rayon de plus en plus petit, cette approximation p,(E) tend
vers vola(E) lorsque 7 tend vers 0.

Nous admettrons ici que la famille des sous-ensembles mesurables de R™ (qui
contient les ouverts et les fermés de R", ainsi que bien str tous les sous-ensembles
négligeables de R™) contient tous les sous-ensembles de R™ qu’il est « explicite-
ment ® > possible de décrire en termes d’ouverts (ou fermés) a partir des opérations
ensemblistes usuelles (union et intersection), ainsi, bien sir, que tous les sous-
ensembles des ensembles négligeables qu’il est possible de décrire explicitement en
termes d’ouverts (ou fermés) a partir de ces mémes opérations ensemblistes usuelles.
Cette famille a en particulier les trois propriétés suivantes :
— elle contient I’ensemble vide (négligeable bien stir) ;
si E est mesurable, R™ \ E lest aussi;
— si (Ex)r>1 est une suite de sous-ensembles mesurables, 'union (J,~, Ex, 'est
aussi.

7. Par exemple, si m < n et si U1, ..., Uy sont m vecteurs linéairement indépendants de R™,
le compact (1.11) de la Proposition 1.1 est négligeable dans R™ ; il ne I’est pas en revanche dans
le plus petit sous-espace vectoriel de dimension m qui le contienne, & savoir V (71, ...,Um) (cf. la
formule (1.12) donnant dans ce cas son volume m-dimensionnel < relatif > dans ce sous-espace).

8. C’est-a-dire par un jeu de phrases logiques n’impliquant en aucune maniére ’axiome du
choix hors du cadre dénombrable.
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[ [
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\/mailles a comptet

FIGURE 1.3. Volume et méthode de Monte-Carlo

Une famille de parties d’un ensemble (ici R™) ayant ces trois propriétés est appelée
tribu sur cet ensemble. La tribu construite ici sur R™ est appelée tribu de Lebesgue
sur R” et notée .Z(R™). L’application

vol,, :EGX(R")H/---/ dxy ... dz, €[0,00]
E

est caractérisée par trois propriétés :
(1) voln([0,1])" = 1;

(2) vol,(E + z) = vol,(E) pour tout z dans R™ et tout E dans Z(R") (le
volume d’un ensemble n’est pas affecté par une translation dans R™);

(3) pour toute suite (Ej)r>1 d’ensembles mesurables deux & deux disjoints,

voln( U Ek) = Zvoln(Ek).

k>1 k>1

Les propriétés (2) et (3) constituent ce que l'on peut naturellement exiger d’une
fonction <« volume ». La propriété (1) correspond & une condition de normalisation.
L’application vol,, : Z(R™) — [0, 00] caractérisée par les trois propriétés ci-dessus
est appelée mesure de Lebesgue sur R™.

Quand bien méme la tribu de Lebesgue contient tous les sous-ensembles de R™
qu’il est possible de décrire a partir d’opérations logiques usuelles, ainsi que tous
les sous-ensembles des ensembles négligeables qu’il est possible de décrire de la
méme maniere, il existe des sous-ensembles de R™ qui ne sont pas mesurables : un
célebre paradoxe de Banach-Tarski? affirme par exemple qu’il est possible d’éclater
une sphere pleine de R? en un puzzle, puis de recoller les morceaux du puzzle de
maniere a réaliser deux spheres, toutes deux de méme volume que la sphere pleine
initiale. C’est donc forcément que I'un au moins des morceaux du puzzle ne saurait
se voir attribuer un volume!

1.2. L’intégration des fonctions sur R"

Toutes les fonctions intervenant dans la suite seront des fonctions de R™ dans
[0,00[ ou de R™ dans R ou C. Les fonctions seront toujours prolongées par 0 hors

9. Voir par exemple http://fr.wikipedia.org/wiki/Paradoxe_de_Banach-Tarski
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FIGURE 1.4. Le graphe d’une fonction positive sur R?, & valeurs
dans [0, 10]

de leur domaine d’intégration ou d’étude si nécessaire (au cas oli, comme c’est bien
str le cas dans la pratique, le domaine sur lequel on veut intégrer la fonction f est
un sous-ensemble intégrable et borné de R™, par exemple un pavé fermé [—R, R|™).
Ce prolongement correspond a la méthode classique de zeropadding en analyse
numérique. Lorsque le champ d’étude d’une fonction f se trouve étre, non plus R"
tout entier, mais un sous-ensemble mesurable E de R" strictement inclus dans R™,
on remplace donc f par f X xg, ou E désigne la fonction valant 1 sur F et 0 hors de
E (fonction indicatrice de E). Les fonctions dont il est question ici seront toujours
des fonctions explicitables !° (comme l'est I’ensemble E sur lequel on prétend les
intégrer) ; la fonction f x xg est donc tout autant explicitable que f puisque E
lest.

1.2.1. Intégrale des fonctions positives. Soit f : R™ — [0, +oo[. Pour
définir 'intégrale de f, il faut avoir en téte, non le <« graphe » de la fonction f,
mais le tracé de ses lignes de niveau lorsque I'intervalle [0, oo est découpé en seuils
0, h,2h,3h,...,, h désignant un pas strictement positif fixé (imaginez une carte en
relief). Soit f : R™ + [0, 00[ une fonction positive, comme sur la figure 1.4 (ici
n = 2). Sur la figure 1.5 (n = 2), on a colorié de maniere différentes les sous-
ensembles E} de R™ définis par

Enp:={x eR"; f(z) € [kh,(k+ 1)Ar[}, k=0,1,2, ...

Pour chaque h > 0, la fonction

fnoir— ZthEh)k(x)

k=0

est majorée partout sur R™ par la fonction f. On remarque que le volume (n + 1)-
dimensionnel de

{(z,y) € R" x [0,00[; y < fu(z)} C R" x [0, 00[C R"**
10. On ne se posera pas ici de question relativement a cette restriction sur f. Vous verrez en

L3 que la restriction (théorique) consiste & supposer f mesurable, ce qui est le cas pour toutes les
fonctions que nous qualifierons dans ce cours d’< explicitables > ou de < constructibles >.
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FIGURE 1.5. Tracé des Ej  pour h =0.5 (k =0, ...,20)

(qui correspond a l’ensemble des points de coordonnée y > 0 se trouvant sous le
graphe de f;) vaut

vol, ({(29) € B x 0.0¢[: 5 < fu@)}) = 3 khvol, (B )

k=0
(on effectue un calcul de ce volume en empilant des volumes de < tranches horizon-
tales >).
Il est par conséquent naturel de définir comme suit U'intégrale de la fonction f (au
sens de Lebesgue) sur R™.

DEFINITION 1.4 (intégrale d’une fonction positive). L’intégrale de la fonction
f :R™ — [0, 00[ est définie par

(1.16) / flxy, oy xy) day .. day, zsup(Zk:hvoln(E;hk)) € [0, ]
Rn h>0 k=0

Si ce nombre est fini, on dit que f est intégrable sur R™, ou encore que 'intégrale
de la fonction positive f est convergente. Si f est de la forme f = g X xg, ou E est
un sous ensemble mesurable de R™ et g une fonction de E dans [0, oo prolongée
par 0 hors de E, on note

(1.17

)
/- . / 9(x1, ey n) XE (T, ooy 2y )d2y . dTy, = / . / 9(x1, ey xp)dey .. dxy,
n E

et 'on dit, si cette quantité est finie, que la fonction g est intégrable sur E, ou que
lintégrale sur E de la fonction g : E — [0, 00 est convergente.

EXEMPLE 1.1 (le lien avec la notion d’intégrabilité des ensembles). Si F est un
sous-ensemble intégrable de R™, on a

/~ . / Xe(®1, ..., Tp) dxy . .. dz,, = vol, (F) € [0, 00].

Si E est seulement mesurable (mais non intégrable)

/' : / XE(Z1, ..., xp) dxy ... dx, = vol, (F) = +00.
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FIGURE 1.6. Le graphe d’une fonction du type fT

REMARQUE 1.5. Une autre maniere d’envisager l'intégration d’une fonction
f + R™ — [0,00[ serait d’utiliser un maillage régulier M, de pas 7 > 0 et de
considérer, au dessus de chaque maille ouverte C' de ce maillage M, la valeur
infz f. La fonction

fr iz eR" —s Z inf f X xo(z1, ..., ).
ceM,

est encore une fonction positive majorée par f sur R™. Son graphe est cette fois
représenté sur la figure 1.6. Le volume (n + 1)-dimensionnel de I’ensemble

{(z,y) €R™ x [0,00[; y < fr(x)}
vaut cette fois
volni1 ({(z,y) € R* x [0,00[; y < fr(x)}) =7 ) inff
ceM

(on ajoute les volumes (n + 1)-dimensionnels des colonnes verticales). On pourrait
donc envisager de définir I'intégrale de f sur R™ par

sup (T" Z igff).

>0 CEM. C

C’est cette seconde méthode (due & Riemann) & laquelle vous avez été habitués
au lycée et en L1, dans le cas n = 1 (voir l'introduction des sommes de Riemann
ou des sommes de Darboux dans le cours Analyse 1). Un probléme surgit cepen-

dant avec cette approche consistant & calculer I'intégrale des fonctions par < tubes
verticales > au lieu de < tranches horizontales >. Vous verrez en L3 que ’égalité

(1.18) / flxy,.oyxy) day ... dx, = sup (T” Z igff)
R™ >0 CeEM, C

(ot1 le membre de gauche est défini par (1.16)) est fausse en général ', méme dans
le cas n = 1.

11. Si f est la fonction valant 1 sur tous les irrationnels de [0, 1] et 0 partout ailleurs, 'intégrale
de gauche dans (1.18) vaut 1, tandis que la quantité de droite vaut 0.
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La maniere d’intégrer les fonctions positives par < tranches horizontales > (cf. la
Définition 1.4), et non plus par < tubes verticaux » comme vous étiez habitués
jusque la a le faire, permet en fait d’élargir la classe des fonctions positives qu’il
est possible d’intégrer. Elle permet surtout, ce que nous exploiterons tout au long
de ce chapitre, d’envisager de maniere pratique les calculs d’intégrales multiples
et de disposer de bon résultats (plus aisés en tout cas & atteindre qu’ils ne le
seraient en suivant le principe de l'intégration par < tubes verticaux ») concernant
I'interversion entre prise d’intégrale et prise de limite pour les suites ou les séries
de fonctions (cf. le cours d’Analyse 3 en parallele & ce cours).

La proposition suivante (que nous admettrons, bien qu’elle ne soit pas difficile *?)
évite cependant des surprises désagréables; elle nous ramene, dans le cas n = 1, en
terrain connu (cf. le cours de MIS100, voir par exemple [Mismi]|, section 3.8).

PROPOSITION 1.2. Soit U un ouvert borné de R et K le compact K =U. La
frontiére de U est un sous-ensemble négligeable de R™, et l’on a, pour toute fonction
positive continue sur K = U,

//fxl,-n, )dxy .. //fxl,..., Ydxy .. .dr, =

e 5 ) 3 )

>0 CEM. CNK B CNK

(1.19)

ou M désigne ici un maillage de pas T de R™ dont C représente la maille courante.
En particulier, si [a,b] est un segment de R et f est une fonction continue positive
sur [a,b], on a

b
(1.20) = [ @) de = / F(t)dt = F(b) — Fla),
Ja,b] a

[a,b]
ot x — F(x) désigne nimporte quelle primitive de f sur [a,b].
La proposition 1.2 permet de calculer I'intégrale sur [a, b] de toute fonction positive
continue sur [a, b]. Nous verrons dans une section ultérieure comment il sera possible
d’en déduire le calcul de I'intégrale d’une fonction positive continue sur un intervalle

(a,b) de R, contenant ou non ses bornes, ces bornes pouvant étre éventuellement
—00 pour @, +00 pour b.

Il faut aussi noter que, lorsque ’on se trouve sous les hypotheses de la Proposition
1.2, c’est par le procédé de Riemann (addition de volumes (n + 1)-dimensionnels de
tubes verticaux) qu’il est le plus aisé de calculer numériquement l'intégrale

/ /fxl,..., )dxy .. / /fxl,.., Ydxq ... dz,.

Cette approche donne ’encadrement

" min f </ / fz1, . xn)day .. da, < 7" Z max f

CGM CnK i, CnK

et fournit une approximation de l'intégrale lorsque le pas 7 du maillage tend vers
0. En revanche, ’approche consistant a calculer cette méme intégrale de maniere

12. C’est l'uniforme continuité de f sur K qui ici doit étre exploitée.
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approchée (par < tranches horizontales > cette fois) en disant que

//fxl,..., Ydxy . .dxnnghvoln(Eh,k)

k=0

(pourvu que Iépaisseur h des tranches soit assez petite, approche qui sera justifiée
dans la sous-section suivante) est inexploitable numériquement (car il faut calculer
les volumes des sous-ensembles mesurables E}, i, k = 0,1, ..., ce qui ne s’avere pas
chose facile, ces sous-ensembles pouvant étre difficiles & décrire, donc & mesurer).

1.2.2. Le théoréme de convergence monotone a I’épreuve des exem-
ples. Le théoréme de convergence monotone (ou encore de Beppo-Levi) est un
avatar de la construction de lintégrale telle qu’elle est proposée < en tranches
horizontales » dans la section 1.2.1 (et non plus en < tubes verticaux » comme
Riemann le suggérait, c¢f. la Remarque 1.5). Il a le mérite de s’appliquer a toute
fonction (mesurable, i.e. pour nous < constructible ») positive sur R™, qu’elle soit
intégrable ou non. Par contre, la limite du résultat tient au fait qu’il ne concerne
que les fonctions positives.

THEOREME 1.1 (théoréme de convergence monotone). Soit (fi)k>0 une suite de
fonctions (constructibles) positives sur R™, monotone croissante 13 qu sens suivant

(1.21) Ve eR", Vk e N, fi(z) < fey1(z)

(on peut tolérer éventuellement que pareille inégalité soit vraie seulement presque
partout, c’est-a-dire partout sauf au pire sur un sous-ensemble de R™ de volume
n-dimensionnel nul). Alors on a

(1.22) / /nkgriloofk )dxl'”dxn:kgrfoo</'”Rnf’f(x)dxl"'dl"n)-

EXEMPLE 1.2 (le lien avec l'intégrale de Riemann en dimension 1). Soit I =
(a,b) un intervalle de R (ouvert, semi-ouvert ou fermé, borné ou non a gauche ou
a droite, ou bien des deux cotés) et f : I — [0,00[ une fonction réguliere sur I
(disons par exemple continue par morceaux, comme c’est en général le cas dans les
questions appliquées). On a

f(t)dt = lim / f(tydt = lim (F(b,) — Flan)),

(a,b) anp—a anp—ay

b, —b_ b, —b_

ol (an)n>0 est une suite décroissant vers a4 et (b,),>0 une suite croissant vers b_
(on applique juste le Théoreme 1.1 avec la suite (fX|a, b,])n>0)- Ici I désigne une
primitive de f sur 'intérieur ]a,b[ de (a,b). Par exemple, si a € R,

/] D m (F(T) — Flen)

Oboo B o ts

avec F(t) =Int (In désigne le logarithme népérien, que les logiciels de calcul scien-
tifique manipulent souvent avec la terminologie log, toute aussi commune) si v = 1

13. Attention! C’est la suite qui est monotone croissante, pas les fonctions fi (ce qui d’ailleurs
n’aurait aucun sens en dimension n > 1).
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et F(t) =t'"9/(1 —a) si a # 1. Dans les deux cas, on trouve

/ dt
10,400[ t

On remarque toutefois que

dt
(1.23) / — <0 <= (a<1)
Jo,1] £
tandis que
dt
(1.24) / — <00 (a>1)
[1,00] T

Ces deux clauses (exclusives I'une de I’autre) constituent le critére de Riemann (en
dimension un ici). En dimension n, ou dt/t® est & remplacer par dzy - - - dx, /|x|%,
on verra que le seuil pour la validité des clauses (1.23) ou (1.24) n’est plus 1, mais
n, a savoir la dimension de ’espace vectoriel dans lequel on travaille.

EXEMPLE 1.3 (totaux cumulés et convergence monotone). Bien souvent, le
Théoreme 1.1 s’applique avec (en place de la suite (fx)x>0) une suite de fonctions
(Fk)r>1 représentant des totaux cumulés d’une autre suite de fonctions positives

(fe)k>1, i-e.

k
x) = Zfl(x) Vk>1,
=1

ou les fonctions f; (pour I > 1) sont toutes des fonctions (constructibles) positives
sur R™. La suite (Fj)r>1 est bien une suite monotone croissante (car les f; sont
toutes positives sur R™). Le résultat s’énonce alors sous la forme :

//n Zfl df”l dn = //nkginoo Zfz )dxl dw,
*Z/ ]Rnfl x)dzy ... dz,.

Voici par exemple le calcul de

[ ()

Il n’est ici pas question de chercher une primitive de la fonction sous l'intégrale;
une telle primitive (d’une fonction mélangeant ainsi exponentielle et fractions ra-
tionnelles) ne saurait (comme c’est le cas dans la quasi-totalité des situations
< usuelles » surgissant dans les questions appliquées) s’exprimer & partir de fonc-
tions simples. On remarque que

e_t(e —1—t>
t2

11 résulte de (1.25) que

(1.25)

Vit > 0.
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Or, pour tout [ € N, 'intégrale I; = jiO Oo[tle’t dt se calcule immédiatement (cf.

lexemple 1.2) comme la limite, lorsque (€, ), tend vers 0 et (7,), tend vers +oo,

de la suite de nombres
T,
/ tetdt = / te~t dt,
[€V7Tu] €

v

nombres que 'on peut calculer comme des intégrales de Riemann ; par parties, on
trouve que I; vaut [!. On remarque en effet que

(1.26) / et dt = [t e 7 — (g + 1)/ tle~"dt VqeN.
0 0
On a donc
t o0
et —1-t 1
— ) dt = _—
/]o,+oo[e ( t2 ) ; (I+1)(1+2)

o0

= > (57 143)

et la somme de cette série télescopique vaut 1. Finalement

t_ 1 _
/ e—t(eigt) dt=1.
10,4o00[ t

EXEMPLE 1.4 (la fonction Gamma et la formule d’Euler vig le théoréme de
convergence monotone). Pouvoir extrapoler la fonction k € N — k! en une fonction
de 10, co[ dans |0, co[ est une question importante de par le rdle crucial joué par la
fonction factorielle dans nombre de situations (expression de I’exponentielle, coeffi-
cients binomiaux, transformée de Laplace et calcul symbolique, etc.). On aimerait
pouvoir définir x! pour z €]0,+00[ et non seulement x = k, k € N. On introduit
pour cela la fonction

I' :z €]0, 00— e "t dt.
10,00[

En vertu du critere de Riemann (cf. 'exemple 1.2), on a

1—x

1
r>0= e_ttm_ldtg/ —— dt < +oo.
10,1] 10,1]
Comme l'exponentielle impose sa limite a toute fonction puissance, on a aussi

VzeR, / ettt < C’(ac)/ e 2 dt < 4o0.
[1.00]

[1,00[

Pour tout & > 0, on a donc

/ e M dt < +00.
10,00[

Pour x = k+ 1 € N*, on remarque que I'(k + 1) = k! (voir les calculs (1.26) de
Iexemple (1.3)). Pour = 1/2, on déduit I'(1/2) = /7 par changement de variables

a partir de la formule
1 _2/2
— [ e dt =1
V2T /R
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traduisant le fait que la densité de la loi normale est bien une densité. Pour calculer
I'(z) pour z > 0, on remarque que la suite de fonctions (fx)r>1, olt

Fe(®) = (1= t/k)* X0 1 (1)
converge de maniére monotone croissante vers t — e~ sur |0, +oo[. En effet, pour
tout ¢ €]0, k[,

0 tlJrl
=0

(noter les signes moins partout) ; on reporte ensuite dans

X 4+
Fielt) = (L= t/k)" xqop(t) = exp (=t =Y T+ D

=1

) Xj0,k[(t)-

Le Théoreme 1.1 implique donc

Vo >0, T(z)= lim fe®)t*"tdt = lim (1—t/k)kt==tat
k—4o00 10,00[ k—4o00 10,k[
(1.27) '
= lim £ / (1 —uw)ku™ du.
k—4o00 10,1]

Un calcul de la derniére intégrale dans (1.27) par parties donne
k! k®
Ve >0, I'(z)= lim .
k—too x(x+ 1)+ (x + k)

Cette formule est connue comme la formule d’Euler.

1.3. Intégration des fonctions de signe quelconque

Le point de vue de Riemann induit le concept d’intégrale semi-convergente,
certes trés intéressant et tres riche, mais délicat car de fait plus proche de la notion
de primitive que de la notion de calcul d’aire ou, en dimension strictement supérieure
a 2 de volume : une fonction définie et continue sur [a, b[ induit une intégrale semi-

convergente
b
/ f(t)dt

sur [a,b[ si et seulement si la primitive
(1.28) F :ze€ [a,b[»—)/ f()dt

de f sur [a, b] admet une limite finie L lorsque x tend vers b, la valeur de U'intégrale
semi-convergente (1.28) étant alors définie comme cette limite L 4. Par exemple
/ M= tim [
0 t z—+o00 J, t
existe et vaut 7/2 tandis que la divergence de la série harmonique ), -, 1/k et la
m-périodicité de la fonction ¢ — |sint| impliquent -

. T sint
lim ——
z—+00 Jq t

‘dtz—koo.

14. Pour parler de lintégrale semi-convergente sur |a, b|, il faut a la fois avoir semi-convergence
sur Ja, c] et [¢, b[ lorsque ¢ est un point arbitraire du domaine de définition ]a, b[ de la fonction.
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Des que les fonctions ne sont plus positives, le concept de < semi-convergence > se
marie mal avec celui (pré-découpage en strates de niveaux <« horizontales > et
non plus en colonnes < verticales > au dessus du domaine de définition) que nous
évoquions et ou la mesure des ensembles précede le calcul de l'intégrale des fonc-
tions : par exemple

lim / iahf: lim 0=0
e 1412

r—+o0 r——+o0
tandis que
2
o2t 1+t
im [ S dt= lim It = oo,
z—too J_ 1+t T——+00 1+ .’172

il n’est donc absolument pas question de parler de I'intégrale sur R de la fonction
t — 2t/(1 + t?)! L’extension de la théorie de I'intégration au cadre des fonctions de
signe quelconque (ou des fonctions valeurs complexes) devra prendre en compte ce
type de difficulté. La notion de semi-convergence inhérente au point de vue Riemann
ou au théoréme fondamental de l’analyse ne saurait étre une bonne notion dans
la théorie que nous envisageons de décrire. Il n’y aura, on le verra, de fonctions
intégrables que les fonctions de module intégrable, ce qui en fait nous facilitera
grandement la vie 1°.

1.3.1. Intégrabilité < absolue intégrabilité. Comme annoncé dans le
préambule ci-dessus, il nous faut nous restreindre a la définition suivante pour parler
de l'intégrale d’une fonction (constructible) f : R™ — C.

DEFINITION 1.5 (intégrabilité d’une fonction). Une fonction !¢ f : R™ — C est
dite intégrable sur R™ si et seulement si

/- . / |f(z1, ..., xn)|day . .. dxy < 0.
Les quatre fonctions

Re f* :=sup(Re f,0), Ref~ :=sup(—Ref,0)
Im f* :=sup(Im £,0), Imf~ :=sup(—Im f,0)
sont alors intégrables sur R™ (car |g| = g™ + ¢~ si g : R® — R, tandis que

g = gt — g7) et 'intégrale de f sur R™ (relativement au volume n-dimensionnel
vol,) est définie comme le nombre complexe :

(1.29)

/ /f Ydx .. / /Ref+ Ydxy .. / /Ref )dxy...dz,
+i /--./Imﬁ(m)dxl. / /Imf )dz .. dwn).

REMARQUE 1.6 (clause de domination). Toute fonction f : R™ — C dont le
module est majoré par une fonction intégrable positive g : R™ — [0, 00| est encore
intégrable sur R™.

15. Comme s’il n’y avait de séries convergentes que les séries absolument convergentes, ce qui
malheureusement n’est pas le cas bien sir, sinon la théorie des séries perdrait tout son sel!
16. Constructible, comme toujours, cela va de soi.
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1.3.2. Le théoréme de convergence dominée a I’épreuve des exemples.
Toutes les fonctions dont il est question a partir de maintenant dans ce cours seront
supposées mesurables sur R™. Pas de souci a ce niveau car, comme nous ’avons déja
mentionné, toute fonction explicitement < constructible > est mesurable. C’est bien
str le cas pour toutes les fonctions impliquées dans les problemes en relation avec
lingénierie mathématique (elles sont en général continues par morceaux).

L’intégration des fonctions intégrables sur R™ et & valeurs dans C est une opération
linéaire : si f et g sont deux fonctions (& valeurs complexes) intégrables sur R™ et
A, v deux nombres complexes, la fonction Af + ug est intégrable sur R™, et 'on a

/ N+ pg) (@) s day =

/\/ f(x)dxy .. d:l:n—i-,u/ / x)dxy ...de,.
Rn n

Le fait que l'on ait, pour N nombres complexes ay, ..., ay 'inégalité triangulaire

|Za]| <Z|aj|

j=1

(1.30)

rejaillit au niveau de 1’intégration en le résultat suivant : si f est une fonction a
valeurs complexes intégrable sur R™, on a l'inégalité (trés importante en pratique
pour les estimations grossieres permettant de court-circuiter tout calcul explicite,
qui d’ailleurs s’avererait le plus souvent impossible autrement que numériquement) :

(1.31) ‘/ [ f@)da . da| < // )| das ... dzn

Si (fx)k>0 désigne une suite de fonctions de R™ dans C, toutes intégrables sur R”,
et telles que, pour tout x € R™ (hors éventuellement d’un ensemble de volume
n-dimensionnel nul E), la limite

lim fr(z)

k— 400

existe et définisse, une fois prolongée par 0 sur F, une fonction intégrable f sur R™,
il est naturel de se demander si

lim |- fe(z)dzy ... .dx, = / / lim fx(x))dx;...dz,
Rn n

k——4o00 k—4o00

:/ f@)dzy ... dz,
]Rn

Autrement dit, peut-on toujours intervertir (comme par exemple le Théoréme de
convergence monotone 1.1 nous y autorisait lorsque les fonctions fi étaient toutes
positives et la convergence des fr vers f < monotone croissante ») < prise de li-
mite > et < prise d’intégrale ». On se doute de I'importance d’un tel résultat en
mathématiques appliquées, puisque la plupart des phénomeénes physiques f ne sont
en général connus numériquement que par le biais d’approximations fx, £ > 0. La
réponse est NON en regle générale. Cependant, il est un cas particulier trés im-
portant ol la réponse se trouve étre positive (c’est en fait une conséquence assez
facile du Théoreme 1.1, mais que nous admettrons néanmoins ici car seul ’aspect
proprement < applicatif > nous préoccupe).

(1.32)
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THEOREME 1.2 (convergence dominée, ou de Lebesgue). Soit (fx)r>0 une suite
de fonctions de R™ dans C assujettie a deuz hypothéses :
— une clause de domination : il existe une fonction < chapeau > g, positive,
intégrable sur R™, « dominant > toutes les fonctions |fi|, k > 0, i.e.

(1.33) VkeN, Ve e R", |fr(x)] < g(x).

— une hypothése de comportement asymptotique : pour tout x hors (éventuel-
lement) d’un sous-ensemble E de R™ de volume n-dimensionnel nul, la suite
(f&(x))k>0 tend vers une limite f(x) € C.

Alors, toutes les fonctions fi, k € N, sont intégrables'”, ainsi que la fonction f
(prolongée éventuellement par O sur E). De plus, on a la formule attendue (1.32),
a savoir :

lim |- fe(z)dz ... dx, = / / lim fx(x))dz;...dz,
R R

k— o0 n k——+oo

:/ flz)das ... duy,
Rn,

EXEMPLE 1.5 (un exemple <« d’école »). Voici un exemple artificiel pour s’initier
a la pratique du théoréeme. Les fonctions en jeu sont ici positives, mais la convergence
n’est pas a priori monotone. Pour tout ¢ €]0, 1], pour tout k € N*, posons

Visin(t/k)

2+g
La suite de fonctions (fx)r>1 est une suite de fonctions continues de |0, 1] dans R.
De plus, on dispose de la clause de domination sur |0, 1] :

(1.34)

fk(t) = k

3/2

VkeN*" Vtelo,1], t)] <
10,11, 1£e®)] < 5

—1/2
T <t
k

puisque |sinu| < w sur |0, co[. Enfin, on a le comportement asymptotique :

vt €]o, 1], Jim fe(t) =t"1/2,
—400

Comme la fonction
t €]0,1] — t7 2501 (t)

est un chapeau < intégrable » sur R, le théoréeme de convergence dominée assure

dt
li tdt = i t t)dt = = 9.
Lm o Jr(t) k_ll_ir_loo/Rfk( )X70,1] (£) /]071] 7

EXEMPLE 1.6 (un autre exemple d’école, impliquant cette fois les séries). Voici
un autre exemple, impliquant cette fois une suite de fonctions de signe quelconque.
Soit 0 €]0,27] et

1
1 —teif’
La fonction fy est continue sur [0, 1] (car le dénominateur ne s’annule pas puisque
6 €]0, 2x[). Pour calculer explicitement l'intégrale

fo(t) dt

fo :te [0,1[F—>

(0,1]

17. Cela résulte immédiatement de la clause de domination (1.33) et de la Remarque 1.6.
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on pense par exemple & développer en série (seulement lorsque ¢ € [0, 1])

00 k
fo(t) = Z tle® = lim tlet?,
1=0

k——+oo

Si 'on pose

k
for(t) =Yt vte(0,1],
1=0
on note que
1 — ¢h+1gi(k+1)0

t) = - t 1].
Jor(t) T vt elo,1]
Il existe donc une constante Cy telle que
2 2
1.35 Vtelo,1 < —— = — =0Cy.
( ) 6[ ) }7 |f9,k( )‘— min |1—t619| Yo 7]
te[0,1]

Notons cependant que, méme si nous regardions la majoration de |fg(t) — fo.x(¢)]
donnée, pour t € [0, 1], par

‘tk+lei(k+1)0 1

- < .
1—te® | = |1—ted|’

fot) = fou®) = | 2 te| =

I=k+1

celle ci ne garantit en rien la convergence uniforme de fp vers fp sur [0,1] (en
défaut ici d’ailleurs) ! Profitant de la clause de domination (1.35) et du fait que

Vie[01], i Jo(t) = fo(t)

(hypotheése de comportement asymptotique), nous pouvons, grace au théoréme de
convergence dominée de Lebesgue, affirmer que

fo(t)dt = fo(t)dt = lim fo(t) dt.
[0,1] [0,1] k—=+o0 Ji0,1]
Or
- i16 ' l £ el
for(t)dt = for(t)dt =) ¢ / thdt = .
[0,1] 0,1] ; 0 ; I+1

Nous obtenons ainsi au final la formule

k .
dt dt io
/ 72,0:/ — = lim Y
[0,1] 1—te [0,1] 1—te k—4o00 =0 l+1

La convergence de la série numérique de terme général uy = e™*?/(k +1) (qui n’est
pas, notons le, une série absolument convergente) n’est en fait nullement évidente
(elle résulte du lemme d’Abel, voir le cours d’Analyse 3). On voit dont ici en action
toute la puissance du théoreme de convergence dominée : non seulement on prouve
la convergence (subtile) de cette série numérique, mais on relie la valeur de sa
somme au calcul d’une intégrale. Le calcul de la somme peut s’avérer d’ailleurs plus
direct que le calcul numérique de I'intégrale.
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1.4. Les intégrales fonction de parametres

Le théoréeme de convergence dominée de Lebesgue trouve son meilleur champ
d’application dans I’étude des intégrales sur R™ qui se présentent comme dépendant
d’un parametre A ou méme de plusieurs (A1, ..., Ap) figurant sous la prise d’intégrale,
ces parametres pouvant étre réels, voire complexes. De trés nombreuses transfor-
mations mathématiques font surgir de telles intégrales. En voici quelques exemples.

Si f :R™ — C est une fonction intégrable sur R", sa transformée de Fourier est la
fonction

(136) weR" — f(w) = / .. f(z)efi@),z) dr,
Rn
ol
<OJ,.T> = ZUJJ'.T]*.
Jj=1

Dans le cas ou n = 2, elle est matérialisée par I'opération optique de diffraction
a travers une lentille. Le fait que l'intégrale dans (1.36) soit définie résulte de la
Remarque 1.6. Cette intégrale est fonction de n parametres réels (wy, ..., wy).

Si f est une fonction ]0,00[— C, ou |0, o[ figure ici le domaine temporel causal
(t > 0), telle qu'il existe un < seuil > x € R de maniére a ce que

(1.37) / |f(t)| e dt < +oo,
10,00]
sa transformée de Laplace £ f] est la fonction
(1.39) pe (Rep> b 2110 = [ fOe
10,00[

ou zy désigne la borne inférieure de I’ensemble des x € R satisfaisant (1.37). Ici
encore, la Remarque 1.6 assure la définition de l'intégrale fonction du parametre
(complexe) p figurant en (1.38).

Si f est une fonction de |0, 00[ dans C telle que 'ensemble des x € R tels que

/ |f(t)|t°dt < +o0
10,00

soit non vide et que

—oo <z ::inf{xER;/

10,1]
< sup {x eR; /
[

1,00]

|f(#)] 7l dt < oo}
(1.39)
|f(t)‘ tx71 dt < OO} = g;a' < +o0,

la Remarque 1.6 permet de définir dans la bande verticale |z, g [+iR, la trans-
formée de Mellin A f]

(1.40) Nele a0 = [ SR

Transformées de Laplace et de Mellin ont aussi des versions < multivariables > lors-
que f est une fonction de ]0, co[P dans C, ou, plus généralement une fonction définie
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dans un cone ouvert de RP de sommet 'origine et a valeurs complexes. La trans-
formation de Fourier est un outil fondamental en physique et en mathématiques
appliquées (théorie des EDP). La transformation de Laplace joue un role majeur
en théorie de I'information et calcul symbolique (en ingénierie mathématique). La
transformation de Mellin est devenue aujourd’hui un outil important en analyse et
traitement d’images.

REMARQUE 1.7 (que faire si le parametre est aussi dans les bornes de I'inté-
grale 7). Lorsque le parametre A dont dépend I'intégrale se trouve aussi présent dans
les bornes de l'intégrale multiple, comme par exemple dans I’étude d’une fonction

dy type
)\EUCRP%/~~/ fa(z)day ... dey,
A\ CRn

on convient de le faire < rentrer > d’office a l'intérieur en remarquant

// fA(l')dxln-d-Tn:/"' @) xax(x)dey ... day,
A\CR™ R™

ol x4, désigne la fonction valant 1 sur 'ensemble Ay et 0 ailleurs. Sin =1 et que
Ax = [ux,v)], on peut aussi étudier la fonction

F o (u,v,A) —> /v () de

et (8’1l s’agit par exemple de différentiabilité par rapport au parametre \), calculer
les dérivées partielles de cette fonction par rapport aux variables u, v, A avant I’ap-
pliquer la regle de différentiation des fonctions composées pour différentier dans un
second temps

A— F(U)\, U, )\)

1.4.1. Continuité des intégrales fonction d’un ou plusieurs parametres
réels ou complexes. Dans cette sous-section, U désigne un sous-ensemble quel-
conque de R? ou de CP. On considére une famille (f)xev de fonctions de R™ dans

C.

Nous faisons deux hypotheses sur cette famille (f))xreu-
— Tout d’abord une hypothese de continuité par rapport au parametre : pour
tout € R™ (hormis éventuellement pour les points d’un sous-ensemble de
volume n-dimensionnel nul), la fonction

AEU’—)f)\(LC)

est une fonction continue sur U (c’est-a-dire en tout point de U).
— Ensuite une hypothése de domination : il existe une fonction intégrable po-
sitive gy : R™ — [0, 400, telle que

(1.41) VAeU VzeR", |fa(x)] < gu(x).

Sous ces hypotheses, on peut affirmer deux choses :
— D’une part (du fait de la Remarque 1.6), la fonction f) est intégrable sur R™
pour tout A € U, ce qui permet donc de définir 'intégrale a parametres :

)\EU%)/~-~ (@) dxy ... dxy,.
R'Vl
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— D’autre part, en vertu cette fois du théoréme de convergence dominée '8
(Théoreme 1.2), la fonction

)\EU»—>/-~- ix)day ... dx,
Rn

est continue dans U.

REMARQUE 1.8 (caractere local de la continuité). Il ne faut pas perdre de vue
que la continuité d’une fonction est une propriété qui se teste < localement >. Si
I’on prétend prouver la continuité de

RVL

sur un < gros » sous-ensemble U, il faut, plutét que de chercher (ce qui s’avere
souvent impossible) un <« chapeau » gy de maniere a ce que soit remplie la clause
de domination (1.41), se contenter de trouver, pour chaque point Ag de U, un
voisinage U(Ag) C U de ce point dans U et un <« chapeau > gy (»,) couplé avec le
choix de ce voisinage (de maniére & ce que (1.41) soit valable avec U(\g) en place
de U).

EXEMPLE 1.7. Les transformées de Fourier (1.36), Laplace (1.38), Mellin (1.40)
sont continues dans leurs ouverts de définition respectifs.

1.4.2. Différentiabilité des intégrales fonction de plusieurs parame-
tres complexes. Plus intéressant encore, car il fournit le moyen de calculer des
intégrales a partir d’autres, nous avons un résultat concernant la différentiabilité
des intégrales fonctions de p parametres réels.

Dans cette sous-section, U désigne cette fois un ouvert de RP. On considére une
famille (f))xev de fonctions de R™ dans C, supposées cette fois toutes intégrables
dans R™.

Nous faisons deux hypotheses sur cette famille (fx)xer -
— Tout d’abord une hypothese de C'-régularité par rapport au parameétre :
pour tout x € R™ (hormis éventuellement pour les points d’un sous-ensemble
de volume n-dimensionnel nul), la fonction

A€ U}—>f)\(.1')

est une fonction de classe C! dans U.
— Ensuite une hypothése de domination : il existe une fonction intégrable po-
sitive gy : R™ — [0, 400, telle que

(1.42) VAeU Ve eR", [Valfx@)]] < gu()

(notez bien que la condition porte ici sur le gradient V[fx(z)] par rapport
aux variables (A1, ..., Ap), & @ chaque fois fixé).

Sous ces hypotheses, on peut affirmer deux choses (en vertu du Théoréme de conver-
gence dominée 1.2) :

18. Pour vérifier la continuité d’une fonction en un point de RP ou C¢, il suffit de s’assurer de la
continuité séquentielle en ce point, i.e. de tester la continuité sur les suites tendant vers ce point
dans RP ou CP.
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— D’une part (du fait de la Remarque 1.6), les p fonctions
A= (AL Ap) / / ‘% 2)day...dx,, j=1,..,p

sont définies et continues sur U.
— D’autre part (c’est le Théoréme 1.2 en action, couplé avec I'inégalité des
accroissements finis), la fonction

A:()\l,...,Ap)eU»—>/-~ flz)dey ... dzy,
R‘I‘L

est de classe C! dans U et ses p dérivées partielles se calculent dans U via
les formules
0 { /
— [ f,\(ac)dxl...dxn} =
OA;j R

:/.../na[](;}‘/\(f)]dxl...dmm i=1..p

REMARQUE 1.9 (caractére local de la différentiabilité). Il ne faut pas perdre
de vue que la différentiabilité d’une fonction est une propriété qui se teste < loca-
lement >. Si I’'on prétend prouver le caractere C' de

)\EU»—>/-~- iz)dey ... de,
Rn

(1.43)

sur un < gros » ouvert U de RP, il faut, plutét que de chercher (ce qui s’avere
souvent impossible) un <« chapeau » gy de manieére a ce que soit remplie la clause
de domination (1.42), se contenter de trouver, pour chaque point Ag de U, un
voisinage ouvert U()\g) C U de ce point dans U et un < chapeau > gy (5,) couplé
avec le choix de ce voisinage (de maniére & ce que (1.42) soit valable avec U()\g) en
place de U).

DEMONSTRATION. On se contente de prouver ce résultat si p = 1. Dans le cas
p > 1, on se contentera en effet d’utiliser I’équivalence entre le fait qu’une fonction
soit de classe C'' dans un ouvert de RP et le fait que cette fonction admette des
dérivées partielles continues dans cet ouvert.

On pose alors, pour A fixé dans U :

F() = / L @) dey ... d,.

Il suffit de prouver, en utilisant le Théoréme de Lebesgue 1.2, que, si (hy)r>0 est
une suite tendant vers 0 dans R,
i TR ZFD) _ Frine () — ()
k—+oo k—+oo Rn hk

/ / i [fa(z)]dxy ..

On utilise pour justifier la clause de domination permettant le recours ici au théoreme
de Lebesgue 1.2 I'inégalité des accroissements finis :

dry...dz, =

rewe, (BB ¢y (i

S <y
D, geMAthy] A€ N = 9u(@).
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Nous donnerons plusieurs exemples d’application de ce résultat dans la sous-section
ultérieure.

1.4.3. Exemples. Le résultat présenté dans la sous-section 1.4.2 concernant
la régularité C'' des intégrales fonction d’un ou plusieurs parameétres réels est dans
la pratique utilisé pour calculer de nouvelles intégrales a partir d’intégrales déja
connues. Mais on peut également 1’exploiter pour calculer des intégrales inconnues
en les considérant comme intégrales fonction de parametres, puis en les différentiant
(si tant est que ceci soit licite) suivant ces parametres pour former des équations
différentielles (EDO) ou des systeémes d’équations aux dérivées partielles (EDP)
dont elles sont solutions (quitte ensuite, lorsque cela s’avere possible, & intégrer ces
EDO ou ces systéemes d’EDP pour calculer explicitement les intégrales). En voici
quelques exemples.

EXEMPLE 1.8 (Intégrales fonction de parameétres et EDO, un exemple d’< école ).
Considérons les intégrales fonction d’un parametre

F:zeR— cos(wt)e*trzdt, G :zeR—
[0,00] [O,00] ¢

L’objectif est ici de calculer ces deux fonctions. Comme

sin(xt
Vit e [0,00], |cos(gct)|e_t2 <e et ‘¥‘e‘t2 < |m|e_t2,

. . . —¢2 . ,
puisque |sinu| < |u| pour tout u € R, et que la fonction ¢ — e~*" est intégrable
sur ]0, 00, F' et G existent bien puisque les fonctions sous 'intégrale sont dominées
en valeur absolue par des fonctions intégrables (c¢f. la Remarque 1.6). Pour chaque
t €]0, 00], les fonctions

sin(xt
x > cos(zt) et e i ) et

L e . . . _¢2
sont dérivables sur R, de dérivées respectives les fonctions x — —tsin(zt) et et
2
x — cos(xt)e " . Comme

VzeR, Vt€]0,o00], |cos(xt)|e_t2 + ¢ sin(xt)\e_tz <(1+4 t)e_"‘2

et que la fonction ¢ — (1 + t)e*t2 est intégrable sur [0, oo[, la clause de domination

(1.42) est bien remplie (dans les deux cas) et les deux fonctions F' et G sont donc
de classe C! sur R, de dérivées respectives

F'(z) = —/ tsin(zt)e " dt, G'(z)= / cos(at) et dt = F(z).
0,00] [0,00]
Une intégration par parties nous donne
—¢2 +o0 1 ()
F'(z) = [ - sin(xt)e—} - = / zcos(at) et dt = ng(x) .
2 lo 2, 2

Une intégration immédiate de cette équation différentielle du premier ordre nous
donne

o0
F(z) = F(O)e‘w2/4 — e/ / e dt = g e~ /4
0
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(on admet ici ' [, e/ dt = \/21). Puisque G' = F, on a

10,00]
Glr) = GO) + / et/ gt
0
Or G(0) = lir% G(z) = 0 grace au théoreme de convergence dominée puisque
T—r

sin(xt)
t

—¢2

‘efﬁ < || et <e

si |z] <1; donc
lim G(z) = ﬁ/ et /Agt="
T—+00 2 Jo 2
On remarque aussi (en effectuant le changement de variables u = tz) que
(1.44) G(z) = / ST e—u/a® gy,
10,00[

u

Du fait du critere des séries alternées, on sait que la limite, lorsque 7" tend vers 4+o0
de

sinu

du

T
o :TE[0,00[»—)/
0 U

existe (bien que la fonction u € [0, co[~> sinu/u ne soit pas, notons le, intégrable 2
sur [0, +00[). Une intégration par parties a partir de (1.44) montre que, pour tout
x>0,

o0

6(r) = (@) — a(e0) =] 7= [ @)~ B(o0) ) =

0

= ®(o0) — /ooo (B(t) — ®(c0)) d[e™/*"]

Z‘I’(OO)—/O (2(u) — @(o0)) d[e‘“z/zz]—/T (®(u) — ®(o0)) dle™"/="].

Si € > 0 est donné, on voit qu’en prenant T assez grand, on a

| /TOO ((u) — B(00)) dfe /]| < e/oo A e /7] = e T/o" = .

T
D’autre part, pour ce choix de T,

[} e a1 <2 i [

=2sup |®| x (1 - e_T2/””2).
[0,00]

En faisant tendre = vers +o00, on en conclut que ®(co) est aussi égal a la limite de
la fonction G a l'infini, soit la formule de Dirichlet :

oo s T :
(1.45) / Y = lim MU =T
0 U T+ Jy U 2

19. Ceci sera justifié plus loin, avec le théoréeme de Fubini concernant le calcul d’intégrales
multiples.

20. Ceci est lié au fait que la fonction u +— | sin u| est périodique de période 7, tandis que la série
harmonique 3", - 1/k diverge. En revanche, la convergence de la série alternée 3, (—1)*~1/k
(de somme In2 = [In(1 + x)]|g=1, ¢f- le cours d’Analyse 3) explique I'existence de la limite de

T+ fOT(sin u/u) du lorsque T tend vers infini.
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EXEMPLE 1.9 (différentiation de la transformation de Fourier). Voici un second
exemple d’application du résultat établi dans la sous-section 1.4.2, touchant cette
fois la transformation intégrale de Fourier (dite aussi prise de spectre) qui a été
introduite en (1.36)). Il s’agit la d’un résultat majeur, tant du point de vue de la
physique que des mathématiques (théorie des EDP). Soit f : R™ — C une fonction
telle que, pour un certain N € N*,

(1.46) / - ./Rnu 2N |f(2)] das ... dzy < +oo.

La transformée de Fourier de f est alors la fonction :
wER"%/ f(z e U doy . day,
R’n

(qui est bien définie et est méme une fonction continue sur R™ puisque la condition
(1.46) implique que f est intégrable sur R™). D’apres le résultat prouvé dans la sous-
section (1.4.2) (appliqué ici N fois inductivement), cette fonction est une fonction
de classe CM sur R™. De plus, pour tout opérateur différentiel

ok n
Q+++0

k En

Oxy* Oxn

(1.47) D= , ki+---+k, <N,

on a
akl 8kn i e . ; —i{w,r
(1.48) o o0---0 s [fl(w) = / . ~/n (jli[l(zxj)kf) f(x)e ") day . day,.

On reconnait au second membre de (1.48) la transformée de Fourier de la fonction

n
v € R" v [](—iz;)™ f(x).
j=1
Autrement dit, différentier le spectre d’une fonction f revient & calculer le spectre de
la fonction obtenue en multipliant f par la fonction monomiale (—izy)* ... (—iz, )"
correspondant a l'opérateur différentiel (1.47). Dans le cas particulier n = 1, la
transformée de Fourier de la gaussienne

e—t2/2
V2

(normalisée ici de maniére & avoir pour intégrale 1) est une fonction g de classe C*
sur R telle que

d._. —t /2 —iwt —t2/2 _—i
el iw dt t / iwt di
dwg(w) dw V2T / ) \/ ‘ ¢

_ i —2/2 ,—iwt] T / —t2/2  —ilw,t) )
=———|le +iw | e e dt
%([ | s
1 —t?2/2 _—iwt
=—wX|[— [ e e dt).
(\/27r /R

On adonc §'(w) = —w g(w) pour tout w € R. En intégrant cette équation différentielle
du premier ordre, on trouve que

G(w) = V2r g(w),

autrement dit, g est une fonction propre (associée a la valeur propre v/27) de
lopération de prise de spectre. C’est ici la raison pour laquelle les gaussiennes

g t—
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(réalisant le meilleur « compromis > entre une < bonne » localisation des particules
et une < bonne > localisation de leur spectre) sont des modeles fondamentaux en
physique ou en imagerie mathématique.

EXEMPLE 1.10 (le caractére C! se teste localement : le probleme de Dirichlet
dans un demi-plan). Il faut toujours avoir en téte la Remarque 1.9 lorsqu’il s’agit
d’assurer une condition de domination du type (1.42). Soit par exemple une fonction
f R C telle que

£ )]
dt .
LT+ < 400
Dans le demi-plan {(x,y) € R?; y > 0}, on peut donc définir la fonction
2 t)dt
(1.49) @y 2 [ I

T Jr (@ —t)? +y*
Il est facile de vérifier que, pour tout ¢t € R, la fonction

@(( f(t) ):i( f@ f@ )

m \(z—t)? + y? m\z —t—1iy x—t+1iy

(1.50) (z,y) —

est une fonction C°° harmonique dans {(x,y) € R?;y > 0}, i.e. annulée par
I'opérateur Laplacien A, , = §%/0z% + 9% /dy*. Pour montrer que la fonction (1.49)
est aussi O et harmonique dans ce méme demi-plan {(z,y) € R?;y > 0}, il
faut travailler chaque fois au voisinage d’un point (xg,yo), avec yo > 0, donné. On
montre que, si D(xq, yo) désigne le disque fermé de centre (xg,yo) et de rayon yo/2
dans {(z,y) € R?; y > 0}, il existe des constantes strictement positives KBz

et Km telles que,
(1.51) | |
. —_— t—=z
V(z,y) <> 2=z +iy € D(zo,y0), Vt €R, kpg—5< = 20] = KDGown)

On déduit des inégalités (1.51) une clause de domination du type (1.42) pour toutes
les dérivées partielles (d’ordre total K € N*) de la fonction (1.50) (par rapport
aux variables = et y), ce pour tout ¢ € R, pour tout (z,y) € D(zg,%0), par un
<« chapeau > intégrable de la forme

/()]
[t — (o + iyo) KFL°

t € R+ Cr(D(z0,90))

La fonction (1.49) est donc a la fois C*° et harmonique dans le demi-plan ouvert
{(x,y) € R?; y > 0}. De plus, si f est supposée continue sur R, on pourra vérifier
que cette fonction se prolonge en une fonction continue dans {(z,y) € R?; y > 0},
dont la restriction a l’axe réel (frontiére de ce demi-plan fermé) est la fonction f. On
a ainsi su trouver un prolongement harmonique de f dans chacun des demi-plans
dont R est la frontiere et résolu dans ce cas le probleme de Dirichlet . Un probléeme
similaire peut étre posé cette fois dans une boule de R™, ou plus généralement
I’adérence K d’un ouvert relativement compact, au lieu d’'un demi plan, comme
c’est le cas ici, K faisant alors figure d’< obstacle >.

1.4.4. Différentiabilité au sens complexe des intégrales fonction d’un
parameétre complexe. Une fonction f définie dans un ouvert U de C et a valeurs
complexes admet une dérivée au sens complexe dans U si et seulement si, pour
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tout point (y de U, la limite, lorsque h dans vers 0 dans C, du < taux de variation
complexe >
f(G +h) — f(Co)
h
existe dans C; on la note alors (df /d()(¢p) ou encore f'({p). Si

[ ¢=E&+ineUw f(§+in) = P(&n) +iQ(&,n) € C

ceci est équivalent a dire que f : (&,n) — (P(§,n), Q(&,n)) est différentiable (comme
application cette fois d'un ouvert U de R?, & valeurs dans R?) en tout point (&o,70)
de U et que l'application linéaire tangente df(¢, ) : R2 — R? est, pour chacun de
ces points (£, 7o), une similitude directe 2! . Une telle fonction f admet des dérivées
au sens complexe a tout ordre et se représente au voisinage de chaque point (o de
U comme la somme de la série de Taylor

1 d*f
(1.52) Zk, dC’“ 0) (¢ —¢o)"

(le rayon de convergence de cette série entiere

Z Ldkf X
k
o ktdc

étant au moins égal a la distance de ¢y au bord de U).

Soit U un ouvert de C et (f¢)cer une collection de fonctions f. : R™ — C, sur
laquelle on fait deux hypotheses :
— Pour tout z = (21, ...,z,) € R™ (hormis éventuellement les points d’un sous-
ensemble de R™ de volume n-dimensionel nul), la fonction

CeUr— fe(z)

admet une dérivée au sens complexe dans Pouvert U (clause de régularité
par rapport au parametre).

— Il existe une fonction positive intégrable gy : R™ — [0, oo telle que l'on ait
la clause de domination suivante :

(1.53) V(eU Yz eR", |fe(z)| < gulx)

(clause de domination, qui, notons le, ne fait pas apparaitre 22 la dérivée au
sens complexe de A — fy(z)).
Le Théoreme de convergence dominée de Lebesgue 1.2 permet alors d’affirmer :
— d’une part que, pour tout ¢ € U, la fonction f¢ est intégrable sur R™ (puisque
de module majoré par la fonction intégrable gy d’apres (1.53)) ;

21. La raison pour lesquelles pareilles fonctions sont souvent présentes en mathématiques ap-
pliquées tient a important principe de moindre action : ce sont les transformations d’un ouvert
du plan dans lui-méme qui, au niveau infinitésimal, préservent la forme et ’orientation des figures.
En effet les similitudes directes (composées de rotations et homothéties) de rapport d’homothétie
non nul sont les seules transformations linéaires préservant les angles orientés.

22. L’explication en est que la dérivée au sens complexe d[f¢(x)]/d¢ est majorée au voisinage
d’un point (o de U arbitraire par une constante fois le sup des | f¢ (x)| lorsque ¢ est assez voisin de (.
Ceci s’explique par 'extréme < rigidité > des fonctions ayant une dérivée au sens complexe en tout
point d’un ouvert de C (de telles fonctions ne sont pas loin de ressembler, au moins localement,
aux fonctions polynomiales de la variable complexe {, du fait de la formule de représentation
(1.52)).
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— d’autre part, que la fonction

R

admet une dérivée au sens complexe dans U ;
— enfin que la fonction * — (d/d¢)[fc(x)] est intégrable sur R” pour tout ¢
dans U, et que 'on a en prime dans U :

(1.54) dif[/ . fg(a:)dxl...dmn} :// di([fdx)] dzy ...dxy,.

REMARQUE 1.10 (caracteére local de la différentiabilité au sens complexe). Il
ne faut pas perdre de vue ici encore que la différentiabilité d’une fonction au sens
complexe dans un ouvert U de C est une propriété qui se teste < localement >. Si
I'on prétend prouver le caractere différentiable au sens complexe de

C€U|—>/~- fe(z)dzy ... dzxy
RTL

sur un < gros » ouvert U de C, il faut, plutot que de chercher (ce qui s’avere
souvent impossible) un « chapeau > gy de manieére & ce que soit remplie la clause
de domination (1.53), se contenter de trouver, pour chaque point {p de U, un
voisinage ouvert U({p) C U de ce point dans U et un < chapeau > gy (c,) couplé
avec le choix de ce voisinage (de maniére & ce que (1.53) soit valable avec U((y) en
place de U).

Ce résultat a beaucoup d’applications pratiques car nombre d’intégrales fonction
de parametres mobilisées en ingénierie mathématique sont explicitement fonction
d’un parametre complexe plutét que d’un ou plusieurs parametres réels.

EXEMPLE 1.11 (transformée de Laplace). Soit f une fonction de ]0,00[— C
telle qu’il existe un < seuil > z tel que

(1.55) /]0 [|f(t)| et dt < 400

et 2o la borne inférieure (dans [—oo, +00[) de ensemble (non vide) des nombres
réels x satisfaisant (1.55). La transformée de Laplace de f :

Z[f] :p€{Rep>uzp}r— ft)e Phdt
10,4o00]

admet des dérivées au sens complexe & tout ordre dans le demi-plan {Rep > z¢}
et 'on a dans ce demi-plan droit ouvert, pour tout k € N*,

(Z;[/]O +Oo[f(t)ﬂtdt] :/] SO 0 e

0,400

(I'intégrale au second membre étant convergente au sens de Lebesgue).

EXEMPLE 1.12 (transformée de Mellin). Soit f une fonction de |0, co[ dans C
telle que ’ensemble des x € R tels que

/ If(t)|t°tdt < +o0
0,00
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soit non vide et que

—oo <z ::inf{xGR;/

10,1]
< sup {x eR; /
[

1,00[

IF)|t7 L dt < oo}
(1.56)
|f(t)|t" L dt < oo} =] < +o0,

Dans la bande verticale |z, z{ [+iR, la transformée de Mellin #[f] définie par

(1.57) A €lzs 2t [HR — () = / FOP

10,00]
admet des dérivées au sens complexe a tout ordre et 'on a, dans cette bande
verticale ouverte, pour tout k € N*,

dci[/mm[f(tw_ldt] :/ F(t) (logt)* 21 dt

10,00(

(I'intégrale au second membre étant convergente au sens de Lebesgue).

1.5. La formule de changement de variables

On connait depuis le L1 la formule de changement de variables dans le calcul de
primitives : si I et J sont deux intervalles ouverts de R, ¢ : I — J une application
de classe C! de I dans J, f une fonction continue de J dans C, on a la formule
suivante :

©(b) b
(1.58) Vabel, / F(u) du = / Flo(1) o/ (1) dt.
»(a) a

Mais il ne s’agit pas tant ici d’'une formule de changement de variables dans les
intégrales que d’une remarque concernant les primitives et la différentiation des
fonctions composées : si F' est une primitive de f sur J, F o ¢ est une primitive de
(foe) x ¢ sur I. Notons que 'on peut ici tolérer que I et J ne soient plus ouverts
& condition d’avoir précisé (par exemple, si I contient sa borne inférieure) qu’une
fonction est de classe C! sur [, ([ si elle est de classe C! sur |, B[ et admet pour
dérivée a droite en « la limite, lorsque t tend vers a par valeurs supérieures, de
@' (t).

Voici cette fois une vraie formule de changement de variables, ou ce ne sont plus
les primitives qui sont en jeu, mais vraiment les intégrales, et non plus cette fois les
fonctions (comme c’était le cas pour les primitives), mais les ensembles.

THEOREME 1.3 (changement de variables dans les intégrales de Lebesgue).
Soient A et B deux sous-ensembles de R™, d’intérieurs respectifs U et V' non vides,
dont les frontiéres 0A = A\ U et 0B = B\'V sont des sous-ensembles de volume
n-dimensionnel nul dans R™. On suppose qu’il existe une application de classe C*
de U dans V', bijective, et dont le jacobien

0P,
(9l‘j

det ( ) = Jac D]

ne s’annule pas dans U (Iapplication réciproque (ou inverse) ®=1 :V — U est
alors aussi de classe C1). Dire qu'une fonction f : B — C est intégrable dans B
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équivaut a dire que la fonction

fod(x)sizelU

1.59 €A—
(1.59) v {OSixeA\UzaA

est intégrable sur A. On a de plus, si c’est le cas, la formule dite de changement de
variables

(1.60) / : -/B fly)dyr ...dy, = / . ~/A f(®(x)) |Jac[®@](x)| dxy . . . dzy,

(f o ®, qui est définie dans U, est comme dans (1.59) prolongée par 0 sur 0A).
Si f est une fonction positive, la formule (1.60) est toujours vraie (sans condition
d’intégrabilité de f sur B), mais les deux membres (qui sont égauzx) peuvent fort
bien valoir tous les deux +oo.

REMARQUE 1.11 (Attention & prendre la valeur absolue du jacobien!). 11 est
trés important d’observer que, du fait que notre point de vue est ici ensembliste (et
non fonctionnel comme dans la remarque sur les primitives conduisant a la formule
(1.58)), c’est la valeur absolue du jacobien (et non le jacobien) du changement de
variables ® qui se trouve étre impliquée dans la formule (1.60).

ESQUISSE DE PREUVE. On peut remplacer A et B respectivement par U et
V' puisque les frontieres de A et B sont de volume n-dimensionnel nul, donc ne
comptent pour rien dans les calculs d’intégrales. On peut aussi se limiter a prouver
le résultat pour des fonctions positives (on combine ensuite les quatre fonctions
positives (Re f)*, (Im f)*). Localement ® est assimilable & son application affine
tangente. En subdivisant U en petits pavés disjoints P; suffisamment petits, on peut
se ramener au cas ou ¢ est une application affine (on ajoute ensuite les intégrales
de fo® sur les P; pour récupérer I'intégrale de f sur ®(U) = V). Si ® est affine, on
utilise le fait que le volume de 'image d’un pavé P par ® est égal & vol,,(P) x| det |
(¢f. la sous-section 1.1.3). O

La formule de changement de variables (1.60) est un précieux outil pour les cal-
culs d’intégrales multiples. Outre les innombrables changements de variables ad hoc
(tenant compte de I'expression plus simple du domaine d’intégration B en de judi-
cieuses nouvelles coordonnées), il y a quelques changements de variables classiques
< incontournables > souvent omniprésents en mathématiques appliquées.

ExeEMPLE 1.13 (Le repérage polaire dans le plan). Un point (z,y) du plan
R? peut étre aussi repéré par la distance a l'origine r := /22 + y2 et 'argument
0 € [0, 2] mesuré & partir du demi-axe Oz (voir la figure 1.7). L’application

® : (r,0) €]0,+00[x]0,27[— (rcosf,rsinf) € R*\ {z >0,y = 0}

réalise une bijection de classe C'! (d’inverse aussi C') entre |0, +00[x]0, 27| et le
plan < fendu > R?\ {x > 0,y = 0}. Le jacobien de ® au point (r,6) vaut r # 0.
Comme la demi-droite {z > 0,y = 0} est de volume 2-dimensionnel nul, la formule
(1.60) s’applique : une fonction f : B — C définie sur un sous-ensemble (mesurable)
B du plan R? est intégrable dans B si et seulement si

(r,0) — f(rcosf,rsinf)r
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y
(1,1 [ O — S-2M(xy)
P
x o, 0 x
r cos®
y

FIGURE 1.7. Le repérage polaire dans le plan

est intégrable dans ®~1(B) et I'on a (si c’est le cas)

(1.61) //B f(z,y) dxdy://A_q)_l(B) f(rcos,rsinf)rdrd.

Si par exemple B = R? et f : (z,y) — exp(—2? — y?) (il s’agit d’une fonction

positive), on a
// e~ v dxdy :/ re="" drdf.
R2 10,00[%x]0,27]

Comme dans les deux membres, il s’agit d’intégration sur des < rectangles > ici
non bornés (R x R dans le premier cas, ]0,00[x]0,27[) et que les fonctions sous
les intégrales se < scindent » en des fonctions en les deux variables différentes
d’intégration (x et y dans le premier cas, r et 6 dans le second), on en déduit :

2 2 2 2 677‘2
/efz dxx/efydyz(/eﬁ“’ da:) =/ d[ ]x/ df = .
R R R 10,00 2 0,27

On a donc au final la formule
(1.62) / e da = /T,
R

formule qui s’écrit encore apres changement de variables

1 2
- -2 g — 1
e T
\/27T/]R

(formule de Gauf}, stipulant que la gaussienne x € R — (1/v/2m) e=**/2 est bien
une densité de probabilité sur R, celle de la loi normale réduite centrée .47(0, 1)).

EXEMPLE 1.14 (le repérage sphérique dans l'espace). Un point M = (z,y, z)
de I'espace peut étre repéré par sa distance p = /x2 + y2 + 22 a 'origine et par
deux angles, dits angles d’FEuler :

— sa < longitude > ¢ € [0,27[, le demi plan {z > 0, y = 0} faisant office de

demi-plan méridien de Greenwich ;
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M (XY,2)

FI1cURE 1.8. Le repérage sphérique par les angles d’Euler

— sa < colatitude » 6 € [0,n] (latitude mesurée depuis le pole Nord et non
depuis le plan z0y)
(¢f. la figure 1.8). Les coordonnées cartésiennes (z,y, z) de M se retrouvent via les
relations
x = psinf cosp, y = psin 0 sinp, z = p cosd.
L’application
D : (p,p,0) € Rugx]0,27[x]0, 7[— (p sin 6 cos ¢, p sinf sinp, p cosb)

réalise une application bijective de classe C! (dont I'inverse est aussi de classe C1)
entre R~ x]0,27[x]0, 7[ et R?\ {x > 0, y = 0}. De plus, le calcul montre que

Jac[®](p, ¢,0) = p® sinh > 0 (car p > 0,6 €]0, 7[).

Comme le demi-plan vertical {z > 0, y = 0} est de volume 3-dimensionnel nul, la
formule (1.60) s’applique : une fonction f : B — C définie sur un sous-ensemble
(mesurable) B de I'espace R? est intégrable dans B si et seulement si

(p,p,0) — f(psiné cos g, psinfsin g, p cos )

est intégrable dans ®~1(B) et I'on a (si c’est le cas)

///fmy, drdydz =

(1.63)
/// f(psinf cos @, psin O sin p, pcos @) p? sin O dpdf dep.
A=3-1(B)

EXEMPLE 1.15 (le repérage cylindrique dans I’espace). Un point M = (z,y, z)
de l'espace peut aissi étre repéré par :

— sa distance 7 := y/x2 + y2 & I'axe vertical 2’0z ;

— sa longitude 0 € [0,2n[, le demi-plan 20y faisant toujours office de plan

méridien de Greenwich ;
— son « altitude > ou sa <« cote > z € R.
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On pose

D :(r,0,z) € Rugx]0,27[XR — (rcosf, rsinb, z).
L’application ® réalise une bijection de classe O entre R+(x]0,27[xR et I'ouvert
R3\ {z >0,y = 0}. De plus, on a

Jac[®](r,0,z) =r.

Comme le demi-plan vertical {z > 0, y = 0} est de volume 3-dimensionnel nul, la
formule (1.60) s’applique : une fonction f : B — C définie sur un sous-ensemble
(mesurable) B de I'espace R? est intégrable dans B si et seulement si

(r,0,2) — f(rcosf,rsind, z)

est intégrable dans ®~1(B) et I'on a (si c’est le cas)

(1.64) ///fa:y, dxdde—/// f(rcosO,rsing, z)rdrdfdz.
A=3-1(B)

Ce systéme de coordonnées (ol 'axe vertical z'0z joue un role axial) est dit systéme
de coordonnées cylindriques. Il est fréquemment utilisé pour le calcul d’intégrales
multiples dans ’espace se présentant comme des intégrales par exemple sur des
secteurs de cylindres de révolution autour d’un axe.

1.6. Le théoréme de Fubini

L’outil majeur pour le calcul d’intégrales multiples réside dans la possibilité
(pour les fonctions intégrables sur un sous-ensemble de R™) de calculer l'intégrale
en effectuant une intégration < par tranches ». Nous étudierons tout d’abord le
cas des fonctions positives. Pour celles-ci, seul compte le fait que le sous-ensemble
d’intégration et la fonction a intégrer soient tous deux constructibles; c’est en effet
dans ce cas la seule clause requise (dans la pratique, une telle clause est remplie car
tous les objets intervenant en ingénierie mathématique sont bien sir constructibles).
Puis nous envisagerons le cas (un peu plus délicat) des fonctions & valeurs réelles
ou complexes.

1.6.1. Le cas des fonctions positives. Nous nous plagons ici dans R", que
nous scindons en
R™ =RF x R**
Les variables (z1,..., Tk, g1, ..., Tn) seront notées plutoét (1, ..., Tr, Y1, . s Yn—k)-
On se donne un sous-ensemble E de R™ constructible, comme sur la figure 1.9.
Pour chaque z € R¥, on introduit le sous-ensemble E, de R"~* défini par

E,:={ycR""; (z,y) € E} cR"".

Le sous ensemble {z} x E, constitue la < tranche verticale de E » située & 1'< abs-
cisse > € R¥ (en rouge sur la figure 1.9). Pour chaque y € R"~*, on introduit de
méme le sous-ensemble EY de R* défini par

EY:={z € R*; (z,y) € E} C R*.

Le sous ensemble EY x {y} constitue la < tranche horizontale de E > située a
'« ordonnée > y € R"% (en bleu sur la figure 1.9).

La construction méme de la mesure de Lebesgue n-dimensionnelle sur R™ induit le
résultat suivant (on se raméne au cas ot F est un pavé pour le prouver).
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FIGURE 1.9. Calcul d’intégrales multiples par tranche (Fubini-Tonelli)

THEOREME 1.4 (théoréme de Fubini-Tonelli). Soient E comme ci-dessus et f
une fonction constructible. On a

/ flzyy)dzy ... degdyr ... dyp— =
RTI,

(1.65) :// (// f(x7y)dy1~~dyn7k)d$1~~~dxk
{JJE]R’C O 75(2)} Ey
:// (// f(x,y)dxl...dxk)dyl...dyn,k,
{yeRn—F; Ev#£D} EY

ces trois quantités pouvant fort bien étre égales ensemble a +o0.

EXEMPLE 1.16 (le calcul du volume de la boule unité euclidienne de R™). Le
calcul du volume n-dimensionnel de la boule unité euclidienne

By = {(1,.,xn) €R™; 2] - +ap <1}

illustre I'application du théoreme de Fubini-Tonelli. On montre d’abord par récur-
rence que le volume V,, de B,, se plie a la relation inductive

2
(1.66) v, = % Vo ¥n>3.

Soit n > 3. On a, par définition du volume n-dimensionnel,

Vn:/.../ dxidxady . .. dyn—o.
z3tadtyi+o+y2_,<1}

En utilisant le Théoréme de Fubini-Tonelli (Théoréme 1.4), il vient

(1.67)  V, :// (// dyl...dyn,z) dz1dzs.
el+ai<1} {yi++y,_o<1-ai-a3}



1.6. LE THEOREME DE FUBINI 37

Mais, pour (z1,z2) fixé dans Bsg, Uintégrale

=
i+ tyl _,<1-af-a3}

représente le volume (n —2)-dimensionnel de la boule euclidienne de centre I'origine
et de rayon /1 — 22 — 3 dans R" 2. Comme cette boule est, dans R"~2, image
de la boule B,,_5 par 'homothétie de centre 'origine et de rapport /1 — x2 — z3,
et que 'on est est en dimension n — 2, il vient (pour des raisons d’homogonéité)

n—2
/ / dyl...dyn_gzvn_Qx( lfx%f:cg)
]. 68 {yl+ ‘HJn 2<1 :1:1 5172}

=Voo(l—af—a3)> "

En reportant dans (1.67), on obtient donc
(1.69)

Vi = Vi // 1*551*%) Ydayday =V, s // (1—T2)%71dr
B2 10,27 [x]0,1[

=2V, _o / (l—rz)%flrdr:ﬂ'vn_g / (l—u)%71 du
10,1] 10,1]

n — n—2-

1—u)%}1 21
bl 0 n

=7V,_o [(

Pour la seconde égalité, on utilise le changement de variables en coordonnées po-
laires, cf. la formule (1.61), pour I’égalité suivante le Théoréme de Fubini-Tonelli &
nouveau, puis enfin le changement de variables 72 « u. Montrons maintenant par
récurrence que

,/Tn/2

(1.70) Vo = m7

ou la fonction I' (¢f. Uexemple 1.4) est définie sur |0, +-o00[ par
V>0, T(z):= / t* et dt.
10,400

On rappelle auparavant que I'(z + 1) = zI'(z) et que, par conséquent, I'(n+1) = n!
pour tout n € N; on rappelle enfin que l'on a aussi I'(1/2) = /7, ce que I'on voit
en effectuant un changement de variables dans la formule

/ e dt = ﬁ
10,400 2

déduite de (1.62). Comme V; = 2 (puisque By = [—1,1]), la formule (1.70) est vraie
pour n = 1 puisque I'(3/2) = 1/2 x I'(1/2) = /n/2. Cette méme formule (1.62)
est vraie pour n = 2 puisque Vo = 7 (surface du disque unité dans le plan) et que
I'(2) = 1. Si on suppose (1.70) vraie au cran n € N*, on a

n/2 7.(.(n+2)/2

nT(3+1) D2 +1)

‘/7L+2 - ?‘/n -
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ce qui prouve que la formule (1.70) est vérifiée par récurrence pour tout n € N*.
On remarque en particulier que
Van = — VYneN
n!
On retrouve bien aussi le fait que V3 = 47/3 puisque I'(5/2) = 3/2 x I'(3/2) =
3/2 x 1/2 x T(1/2) = 3,/7/4.

1.6.2. Le cas des fonctions de signe quelconque ou a valeurs com-
plexes. Soit E un sous-ensemble (constructible) de R" = R* x R"~* comme dans
la sous-section précédente. Si f : E — C est une fonction constructible (mais non
cette fois positive!) telle que

// |f(z,y)|dey ... degdyr ... dyp—p = +00,

il se peut fort bien que les deux intégrales

// (// f(a:,y)dyl...dyn,k)dacl...dxk,

(w€R¥ ; B, 20} B,

// (/ f(;v,y)dxl...dazk)dyy..dynfk
{yeRn—*; Ev#£0} Ev

puissent toutes les deux étre définies, mais ne soient pas égales!

(1.71)

EXEMPLE 1.17 (un exemple de fonction non positive ou (1.65) s’avere en
défaut). Soit £ =]0,1]> CR x R et

22 — o2
: o

f (Qj,y) (IQ + y2)2

Pour tout x €]0, 1], la fonction f, : y — f(x,y) est intégrable sur |0, 1] et on a

1 1—t? 1 t /= 1
=L [ R g Lt L
]O’I]f (y) 4 X /]O,l/z[ (1+t2)2 T 1+t2 0 1+.’172

On constate donc que la fonction

x €]0,1] — f(z,y)dy
10,1]

est une fonction intégrable sur 0, 1], d’intégrale artan (1) = 7 /4. Pour tout y €]0, 1],
la fonction f¥ :x+— f(x,y) est intégrable sur |0,1] et

1 2 —1 1 t 1l/y 1
dr = - =~ | —— | =
/]071] fy(x) . Yy /]0,1/y[ (]. + t2)2 Yy |: 1+ t2:|0 1+ y2

Ici encore, la fonction

y €]0,1] — f(z,y)dz
10,1]

est aussi intégrable sur 0,1] et 'on a

/]071] { 10,1] fey) dm} W= /]0,1] { 10,1] fley) dy} dv = % #0.
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Remarquons toutefois pour cet exemple <« pathologique >, en passant en coor-
données polaires, que, si A désigne le quart du disque D(0, 1) inclus dans le premier
quadrant, on a

2~
/ / |/ (2, y)| dedy = / / il |COZ(29)‘ rdrdd =
A 10,7/2[x]0,1] r

d
:/ |cos(20)\d9x/ —T:Jroo,
10,7/2] joa T

ce qui implique que la fonction f n’est pas intégrable sur |0, 1]2.

Lorsque la fonction f : E — C n’est plus positive, il convient donc d’ajouter aux
hypotheses de constructilité portant sur la fonction f et le sous-ensemble E en jeu
la clause (restrictive) d’intégrabilité pour f dans E (comme fonction de toutes les
variables (z,y)).

THEOREME 1.5 (théoréme de Fubini). Soient E comme dans le théoréme 1.4
et f: E — C une fonction constructible. On suppose que la < clause de sécurité >

(1.72) // |f(z,y)|dey .. . depdyr ... dyn—f < +00
E

est remplie. Alors, on peut affirmer que

/ flzyy)dzy ... degdyr ... dyp— =
R’VL

(1.73) :// (/ f(mvy)dyluiiynfk)dm1~'~dxk
{wE]Rk s By #@} E,

:// (/ f(x,y)dzl...dxk)dyl...dyn_k,
{yeRn—Fk; Ev#£Q} EBv

ces trois quantités étant alors égales au méme nombre compleze.

REMARQUE 1.12. 1l faut comprendre dans 1’énoncé du théoréme que les trois
intégrables ci dessous sont bien définies : la premiere ’est bien str du fait de la
clause de sécurité (1.72). La seconde 'est aussi car cette méme clause de sécurité
implique, que, pour tout x tel que E, # @ (hormis peut étre des exceptions sur un
sous-ensemble négligeable de R¥), on a

// |f(x,y)|dyr ... dyn—i < +00
EfE

et qu’en prime la fonction
re{zrcR"; E, ;é@}»—>// fla,y)dyr ... dyn—k
E,

(qui est donc bien définie, quitte & la prolonger par 0 pour les x exceptionnels)
est intégrable sur {z € R¥; E, # ()}. On raisonne de méme pour ce qui est de la
définition de la troisieme intégrale dans (1.73).

DEMONSTRATION. Ce théoréme se déduit du théoréme de Fubini-Tonelli (Thé-
oreme 1.4) : il suffit d’exprimer f comme combinaison linéaire
f =sup(Re f,0) —sup(—Re f,0) + i(sup(Im £,0) — sup(—Im f, 0)),
puis d’appliquer pour chacune des quatre fonctions positives impliquées dans cette
décomposition le théoréme de Fubini-Tonelli. On combine enfin les quatre intégrales
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avec respectivement les coefficients 1, —1,4, —i. La clause de sécurité (1.72) nous
assure de toujours éviter dans ces calculs que ne surgisse une indétermination du
type oo — oo. ([l

Voici pour conclure ici une régle pratique importante : les deux Théoréemes 1.4 et
1.5 s'utilisent en <« tandem > : pour vérifier si oui ou non la clause de sécurité (1.72)
est remplie, on invoque le Théoréme de Fubini-Tonelli (Théoréme 1.4), qui permet
de calculer comme on le souhaite l'intégrale (1.72) et de vérifier si oui ou non cette
intégrale est finie. Si oui, alors on peut mettre en ceuvre le Théoréeme de Fubini
(Théoreme 1.5), ce qui revient & reprendre les calculs que 1’on vient de faire, mais
cette fois avec f et non plus |f|. Si non, il faut abandonner, car le Théoréme de
Fubini peut s’avérer en défaut. Ceci ne veut toutefois pas dire que le calcul que ’'on
souhaitait faire est définitivement faux, mais simplement, si par hasard il s’avérait
correct, que l'on ne saurait le justifier en invoquant le Théoreme 1.5 de cette fagon.

1.6.3. Le théoréme fondamental de I’analyse en dimension 1,2,3. En
dimension 1, la brique de base (ou <« maille élémentaire > sur la droite R) est le
segment

Ay :=[0,1]={teR;0<t<1}.

Par une application ® : [0,1] — R de classe C! (c’est-a-dire de classe C* au
voisinage de Aj) et de dérivée restant strictement positive sur Ay (@ est donc
strictement croissante, donc injective), ce segment se trouve transformé en le nou-
veau segment ®(Aq) = [©(0), D(1)].

Cette brique de base (et ses images du type ®(A;) par de tels difféomorphismes) est
utilisée sans arrét en mathématiques appliquées (plus particulierement en modéli-
sation) lorsqu’il s’agit de segmenter des intervalles en introduisant des maillages

a=a<a<ay<---<an=hb

Dans le contexte de la dimension n = 1, le théoréme fondamental de I’analyse se
formule ainsi :

THEOREME 1.6 (théoréme fondamental de I’analyse en dimension 1). Soit [a, ]
un intervalle de R et F' : [a,b] — R une fonction de classe C* (i.e. de classe C*

au voisinage de [a,b]). Alors
/ F'(t)dt.
[a,b]

REMARQUE 1.13 (un nouveau regard sur le résultat). Nous avons formulé ici
ce résultat (bien connu depuis le lycée et le cours d’analyse 1) comme il doit I'étre
dans le cadre de ce cours d’intégration, c’est-a-dire en privilégiant, dans le membre
de droite de (1.74), la notation

/ F'(t)dt
[a,b]

/ab F'(t)dt

(relevant plutot du calcul de primitives et non de la théorie de l'intégration). On
note aussi que le membre de gauche dans (1.74)

F(b) = F(a)

(1.74) F(b) — F(a)

a la notation
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peut étre compris comme une < intégration discréte » sur le bord orienté de [a, b].
Ce bord, constitué des singletons {a} et {b}, est ici en effet considéré comme
< orienté » car assimilé a un dipdle : Pextrémité b est comptée positivement (+)
tandis que l'extrémité {a} est comptée négativement (—).

En dimension 2, la brique de base (ou < maille élémentaire > dans le plan R?)
devient le simplexe

Ay :={(t,;s) eR*;t>0, s>0, t+s <1}

dont les sommets sont l'origine et les extrémités des vecteurs de la base canonique
de R2. Par une application ® : Ay — R? de classe O (c’est-a-dire de classe C'!
au voisinage de As), injective, et de jacobien restant strictement positif sur Ao,
ce simplexe se trouve transformé en un <« triangle déformé » de sommets ®(0,0),
®(1,0), (0,1). On note que le fait que le jacobien de @ : (¢, s) — (x(t,s),y(t,s))
reste strictement positif implique que ® respecte les orientations : si I’on suit le bord
de A, dans le sens trigonométrique suivant la trajectoire paramétrée T — ~(7), on
parcourera le bord de ®(Ay) aussi dans le sens trigonométrique en suivant cette
fois la trajectoire paramétrée 7 — ®(y(7)). En particulier, pour tout ¢ €]0,1[, le

vecteur 5 P
9y _or
(5.0~ (1.0))
est obtenu a partir du vecteur
ox oy d

par rotation d’angle —/2 : il dirige donc la normale extérieure (i.e. pointant vers
Pextérieur) au triangle déformé ®(Ajz) au point (z(t,0),y(t,0)). De méme, pour
tout s € [0, 1], le vecteur
= %0697
( 85( ’S)’as( ’S)>

est obtenu a partir du vecteur

(Z0.9. 20.9) = Lew.s)

par rotation d’angle +/2 : il dirige donc encore la normale extérieure au triangle
déformé ®(Asz) au point (z(0,s),y(0,s)). Enfin, pour tout ¢ €]¢, 1], le vecteur

y dy ox ox
(65 A—t8) = S (1= t1), 1= t8) = 5-(1 t,t))
est obtenu a partir du vecteur
or or dy dy d
(as A—tt) = S 118, S 1 —tt) = (1 t,t)) = Zfe(1—t.1)
par rotation d’angle 4+ /2. Il dirige donc toujours la normale extérieure au triangle
déformé ®(A3) au point (1 — ¢,1t).
La brique de base Ay (et ses images ®(Ay) par de tels difféomorphismes) est utilisée
en mathématiques appliquées pour construire des maillages de domaines plans :
on dit que les triangles déformés ®1(As),..., Par(Az) constituent un maillage (ou
encore une triangulation) d’'un domaine plan borné F lorsque
— E est union des ®,(Az), j=1,....M;
— les intérieurs des triangles déformés ®;(As), j = 1, ..., M, sont disjoints deux-
a~-deux ;
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&

FicUurE 1.10. Triangulation d’un domaine plan

— si deux triangles déformés @;(Aq) et @ (Asz) se rencontrent, leur intersection
est soit un sommet commun a ces deux triangles déformés, soit une aréte
commune a ces deux triangles déformés (cf. la figure 1.10).

Utilisons le Théoreme de Fubini pour formuler la proposition suivante :

PROPOSITION 1.3 (théoreme fondamental de ’analyse pour le simplexe Ay du
plan). Soient F et G deuz fonctions de classe C* de Ay dans R (i.e. de classe C*
au voisinage de Ay). On a la formule

(1.75)
[] )+ %) vy -

:—/ F(0,y) dy — G(m70)dac+/ (F(z,1—2)+G(z,1 —x))dx.
0,1] 0,1] [0,1]

DEMONSTRATION. Comme F et G sont de classe C! dans Ay, leurs deux
dérivées partielles sont bornées en module, donc intégrables sur As. La clause de
sécurité (1.72) du théoréme de Fubini (Théoréme 1.5) est remplie, ce qui nous
permet de calculer < par tranches > les deux intégrales

OF oG
//A 87(937y)dxdy, /A afy(%y)dxdy.

On a donc, en utilisant précisément le Théoreme de Fubini 1.5 :

oF OF
—(z,y) dzd :/ / —(z,y)dzx | d
/Az 5y (L) dzdy [O’”( o1 5 (1Y) ) y

- /[071]<F<1 )~ F(0,y)) dy = / F(a,1— ) dz — / F(0,y) dy

[0,1] [0,1]

(1.76)
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FIGURE 1.11. Le théoréme fondamental de I'analyse pour Ag

(pour la seconde égalité, on utilise le Théoreme fondamental de I'analyse en dimen-
sion 1, & savoir le Théoréme 1.6). On a de méme

oG oG
—(z,y) dzd :/ / —(z,y)dz ) dx
/ Ao 3?4( v) Y [0,1] ( [0,1—2] By( ) )

(1.77) = / (G(z,1—2) — G(x,0))dx
(0,1]
= G(z,1 —x)dx — G(z,0)dz.
[0,1] [0,1]
La formule (1.75) résulte alors de 'addition de (1.76) et (1.77). O

Il nous reste ici a interpréter ce résultat avec cette fois le regard du physicien et non
plus du mathématicien. Pour chaque point (z,y) du bord de Ay (hormis les trois
sommets), nous pouvons définir en ce point le vecteur normal exérieur eyt (z,y)
(unitaire et pointant depuis (z,y) vers lextérieur de Ay en étant au point (z,y)
orthogonal & la frontiere de As). Il se trouve que dans le cas de As, ce vecteur
normal ne prend que trois positions :
~ le long du segment horizontal joignant (0,0) & (0,1), on a fex (2, y) = —j ;
~ le long du segment oblique joignant (1,0) & (0,1), on a fex (2, y) = (i47)/V?2;
— le long du segment vertical joignant (0,1) & (0,0), on a flex(x,y) = —i.
La donnée du couple de fonctions V := (F,G) est interprétée comme la donnée
dun champ de vecteurs (ou champ de forces) de classe C! au voisinage de A,. La
fonction scalaire

oG

OF

est appelée divergence de ce champ de forces V et notée div (‘7) Sur le bord de
A (qui est un arc de courbe plane, ici formé de la concaténation de trois segments
du plan), on peut introduire une notion de volume 1-dimensionnel (ou mesure de
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longueur) vol; ga,. Sur le segment horizontal joignant (0,0) & (1,0) (paramétré
par x), dx représente cette mesure au niveau infinitésimal. Sur le segment vertical
joignant (0,0) & (0,1) (paramétré par y), dy représente cette mesure au niveau
infinitésimal. Enfin, sur le segment oblique joignant (1,0) & (0,1) et paramétré
par y, c’est cette fois v/2dy qui représente cette mesure au niveau infinitésimal.
Tout ceci étant introduit, on remarque que I'on peut écrire le second membre de la
formule (1.75) comme

(1.78)
—/ G(I,O)dﬂH/ (F(yyl—y)+G(y,1—y))dy—/ F(0,y)dy =
[0,1] [0,1]

[0,1]
— / <‘7(x,y),ﬁext(x,y)>d[voll,aAz].
OAo

Le second membre de (1.78) est par définition appelé le fluz sortant du champ de
forces V au travers du bord de Ay. Nous voici presque préts pour une reformulation
de la Proposition 1.3, a la lumiére d’un regard cette fois de physicien. Avant toutefois
d’énoncer ce qui constituera le théoreme fondamental de I’analyse en dimension 2, il
convient de préciser la définition de volume 1-dimensionnel (ou mesure de longueur)
sur un arc de courbe paramétré de R™ (lorsque n > 2).

DEFINITION 1.6 (mesure de longueur sur un arc de courbe paramétré de R™).
Soit I' C R™ I'image de A; = [0, 1] par une application v : [0,1] — R™ de classe
C! sur [0,1] (i.e. au voisinage de [0, 1]), injective sur |0, 1], et telle que ||¥/(¢)|| ne
s’annule pas (sauf éventuellement sur un sous-ensemble négligeable de [0,1]). Le
volume 1-dimensionnel sur I’arc de courbe 23 est défini par

(1.79) voly r(A) = / I (t)]] dt
{tel0,1];~(t)eA}

lorsque A est un sous-ensemble mesurable de I' (c’est-a-dire l'intersection avec I'
d’un sous-ensemble mesurable de R™). L’intégrale sur I' d’une fonction continue
f T — C relativement a cette mesure de longueur est alors définie par

(1.80) / Fdfvoly r] = /[ RCIONIOITD

REMARQUE 1.14. II résulte de la formule de changement de variables dans les
intégrales (Théoreme 1.3) que cette notion de longueur ne dépend pas du choix du
paramétrage v : [0,1] — T" de T, pourvu que ce paramétrage vérifie les conditions re-
quises (injectif sur |0, 1], de classe C'* sur [0, 1], avec ||/ ()|| # 0 sauf éventuellement
sur un sous-ensemble négligeable de [0, 1]). L’intégrale (1.80) (sur I') d’une fonction
continue f : I' — C relativement & cette mesure de longueur ne dépend pas du
choix du paramétrage v : [0,1] — T, pourvu, une fois encore, que celui ci vérifie
les conditions requises.

REMARQUE 1.15. La Définition 1.6 s’étend naturellement au cas ou I' est
I'image d’un segment [a, b] par une application 7 : [a,b] — I', continue et de classe
C' par morceaux sur [a, b], injective sur Ja, b[, et telle que ||7'|| ne s’annule pas sur
[a, b], hormis éventuellement sur un sous-ensemble négligeable. C’est par exemple
le cas de la frontiere du simplexe Ag, ou de celle de du triangle < déformé » ®(As),

23. On parle ici de < mesure de longueur > car il s’agit d’'une mesure sur un arc de courbe.
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ol ® est une application de classe C' de A, dans R2, injective et de jacobien
strictement positif.

Ces diverses notions (et notations) ayant été introduites, voici donc la reformulation
de la Proposition 1.3 dans un langage plus propre a la physique.

PROPOSITION 1.4 (le théoréme fondamental de I’analyse dans le plan pour le
simplexe Agy). Soit V un champ de forces de classe C dans As (i.e. au voisinage
de Ay). Le flux sortant du champ V au travers du bord de Ay est égal a l'intégrale
sur Ao de la divergence de 17, autrement dit

(1.81) /(le (V(2,y), Toxs (2, 9)) d[voli oa,] ://A div (V(z,y)) dxdy.

Nous pouvons maintenant énoncer le Théoréeme fondamental de ’analyse dans le
plan (non plus seulement pour la brique de base Ay comme dans la Proposition
1.4, mais pour des versions <« déformées > ®(A,) de cette brique de base).

THEOREME 1.7 (théoréme fondamental de l'analyse en dimension 2). Soit @ :
Ay +— R? une application de classe C' (i.e. de classe C' au voisinage de Aj),
injective, de jacobien strictement positif sur As. Soit V un champ de forces de
classe C au voisinage du < triangle déformé > ®(Asy). Le flux sortant du champ
de vecteurs V au travers du bord du triangle déformé ®(Ay) est égal a lintégrale
sur ce triangle déformé de la divergence du champ ‘7, autrement dit :

<1.82>/ (VP (,), floxe (2, )) dlvols opoany] = / / div (7 (x, ) dedy.
AD(As) 2(A2)

REMARQUE 1.16 (la formule de Green-Ostrogradski en dimension 2). Si l'on
considére un domaine borné E C R? maillé par une triangulation (comme sur la
figure 1.10), un champ de forces V de classe C! au voisinage de E, et que 'on
ajoute toutes les formules (1.82) pour tous les triangles déformés ®;(As), j =
1,..., M, intervenant dans le maillage de F, on constate que les flux affectant les
arétes intérieures se détruisent deux-a-deux (il y a alors deux normales extérieures
opposées, comme on le constate sur la figure 1.10!). Ne demeure donc au final que
la formule :

(1.83) /8 ; (V(2,y), Foxs (2, 9)) d[vol op] = / /E div (V(z,y)) dady.

Cette formule (1.83) est la formule de Green-Ostrogradski en dimension 2. Elle

stipule le fait suivant : le flur sortant du champ V au travers de la frontiére de E
est €gal a lintégrale sur E de la divergence de ce champ.

DEMONSTRATION. Comme on peut s’en douter, ces résultats (& savoir la for-
mule (1.82) et donc la formule plus générale (1.83) qui s’en déduit suivant la Re-
marque 1.16) découlent de la Proposition 1.3 par changement de variables (& la fois
dans les intégrales doubles de droite et les intégrales simples de gauche). Notons le
champ de vecteurs P i+ Qf, ol P et @ sont des fonctions de classe C'! au voisinage
du triangle déformé ®(A,). Si

o (t,S) S AQ — (x(t,s),y(t,s)),
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on pose
Fit5) = P(B(t,9)) 5 (15) = Q((t,5)) o (1)

(1.84) . Y V() € As.
Gt 5) = Q(B(t,5)) o (t,5) = P(B(t,5)) S (t,9)

Supposons dans un premier temps ® de classe C? au voisinage de A,. Dans ce cas,
un calcul simple, utilisant le fait que les opérateurs différentiels du second ordre
0?/0t0s et 0%/9s0t agissent de maniere identique sur les fonctions de classe C?
(lemme de Schwarz du calcul différentiel relatif aux dérivées croisées) on observe
que

%—f(t, s)+ %(t, s) = div(V)[tlD(t, s)] x Jac [®@](t,s) V(t,s) € As.

On a donc, d’apres la formule de changement de variables dans les intégrales
(Théoreme 1.3, formule (1.60)), et puisque le jacobien de ® est supposé stricte-
ment positif dans A, :

(1.85) /A(AQ) div (V(z,y)) dedy = //A2 (%—Z;(t,s) + Zg(ts)) dtds.

On introduit maintenant le champ U de classe C! au voisinage de As, défini par
U(t,s) = F(t,s)i+G(t,s)].

D’apres la Proposition 1.4, on a

/ / div (U (¢, s)) dtds = / (U(t, 8), Tioxs (t, 5)) d[voly apa,]-
Ao 24N

Il ne reste plus qu’a remarquer que le second membre de cette formule est exac-
tement égal au membre de gauche de la formule (1.82). Cela résulte des diverses
remarques faites & propos de 'application ® : Ay — R? (et de son respect des orien-
tations) avant 1’énoncé de la Proposition 1.3. Lorsque ® est seulement de classe C'!
(et non plus C? au voisinage de As,), on observe que la formule (1.82) que 1'on
souhaite établir ne fait intervenir que des dérivées partielles du premier ordre de la
fonction ® (pour le calcul de la normale extérieure au bord). La formule demandée
s’obtient donc en <« régularisant > ®, ce que nous admettrons ici : les dérivées
partielles d’ordre 2 ne jouent en effet au final aucun réle dans cette formule. (I

En dimension 3, la brique de base (ou <« maille élémentaire > dans le plan R3)
devient le simplexe

As = {(u,v,w) ER>; u>0,v>0 w>0, u+v+w<1}

dont les sommets sont I'origine et les extrémités des vecteurs de la base canonique
de R3 (c’est maintenant un tétraddre). Par une application ® : Az — R? de classe

C! (c’est-a-dire de classe C! au voisinage de A3), injective, et de jacobien restant
strictement positif sur Az, ce simplexe se trouve transformé en un < tétraedre
déformé » de sommets $(0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), ®(0,0,1).

Le fait que le jacobien Jac[®] reste strictement positif signifie ici encore que ®
respecte les orientations : si I’on suit par exemple le bord de la face de Az située
dans le plan horizontal {w = 0} en suivant le sens trigonométrique dans ce plan
(partant de (0,0,0), puis passant a (1,0,0), ensuite & (0,1,0), avant de revenir
a (0,0,0)), et que l'on prenne l'image par ® d’un tel chemin, on doit partir de
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FIGURE 1.12. Respect des orientations par ¢

$(0,0,0), puis passer (dans cet ordre) en ®(1,0,0), puis en ®(0,1,0), avant de
revenir en ®(0,0,0); ce parcours doit définir le sens trigonométrique sur la face 24
du tétraedre déformé contenant ces trois points My := ®(0,0,0), My := $(1,0,0),
My := ®(0,1,0). L’image M3 := ®(0,0,1) se doit donc d’étre placée de maniére &
ce que la base (MM, MoMs, MoM3) de R? soit une base directe de R3, i.e. que
le déterminant de ces vecteurs soit strictement positif (cf. la figure 1.12).

Le Théoreme de Fubini, comme c’était le cas lors de la preuve de la Proposition
1.3, permet cette fois de démontrer le résultat suivant :

PROPOSITION 1.5 (théoréme fondamental de 'analyse pour le simplexe Az de
I'espace). Soient F,G, H trois fonctions de classe C* de Az dans R (i.e. de classe

24. Cette face se présente maintenant sous la forme d’un triangle non seulement
< déformé > (comme ’était ®(A2) dans le Théoréme 1.7), mais cette fois de plus < gondolé > dans
Pespace R3.
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C' au voisinage de Az). On a la formule

3F oG 0H
JI[ Grtans)+ G + e ) deayas -

// (0,9, 2 dydz—// szdzdz—/ H(z,y,0))dxdy
186 Ao As Ao

3373/71_ _y) 1 1
—|—// G(z,y,1 —z —vy) 5 1 V3 dzdy.
A2 H(I,yvl—l’_y) 3 1

DEMONSTRATION. C’est quasiment la méme que celle de la Proposition 1.3.
On utilise ainsi le théoréeme de Fubini : par exemple

= [0, 5

—(x,vy, 2) dedydz = —(x,y,2)dx ) dydz
///A3 al'( 4 ) Y AQ( [0,1—y—z] 633'( y ) ) Y
://A (F(l*yfzay,z)*F(O,y,z))dydz.

d’apres le Théoréme fondamental de I’analyse en dimension 1 (& savoir le Théoréme
1.6). On raisonne de la méme maniére pour chacune des trois intégrales impliquées
dans la premiere ligne de (1.86). d

Avant d’énoncer une reformulation sous l’angle de la physique de ce résultat, ce
qui constituera le Théoreme fondamental de 1'analyse en dimension 3, il convient
de préciser la définition de wvolume 2-dimensionnel (ou mesure de surface) sur un
morceau de nappe paramétrée de R3.

DEFINITION 1.7 (mesure de surface sur un morceau de nappe paramétrée de
R3). Soit ¥ C R? I'image de A, par une application o : Ay — R3 de classe O sur
Ay (i.e. au voisinage de As) , injective sur l'intérieur de Ag, et telle application

LA 7) (t,s) € R3

(¢, 8) — ot 0Os

ne s’annule pas (sauf éventuellement sur un sous-ensemble négligeable de Aj). Le
volume 2-dimensionnel sur le morceau de nappe paramétrée 2® est défini par

do 0o
1.87 voly 52 (A :// — N—=) (s
( ) 272( ) {(t,s)eNz;0(t,s)EA} H ( ot ds ) ( )

lorsque A est un sous-ensemble mesurable de ¥ (c’est-a-~dire 'intersection avec ¥
d'un sous-ensemble mesurable de R?). L’intégrale sur ¥ dune fonction continue
f X — C relativement a cette mesure de surface est alors définie par

(1.88) // Fd[volys] : // flo (@Ag—z) (t, s)

REMARQUE 1.17. On rappelle (¢f. la Proposition 1.1) que la norme du produit
extérieur de deux vecteurs de ’espace est égale a la surface du parallélogramme
construit a partir de ces deux vecteurs dans le plan qu’ils engendrent. En ce sens,
si (t,s) € Ag et sila fonction o : (¢,5) € Ay — o(t,s) € R? est le paramétrage de
la nappe X, la quantité

80
(20 22) v

(80 do

25. On parle ici de < mesure de surface > car il s’agit d’'une mesure sur un morceau de surface.
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correspond bien a la mesure de I’élément infinitésimal de surface sur cette nappe

paramétrée 3 au point o(t, s). Ceci explique naturellement les définitions (1.87) et
(1.88).

Ceci étant posé, nous pouvons énoncer (dans un langage de physicien) le Théoreme
fondamental de I’analyse dans I’espace R3.

THEOREME 1.8 (théoréme fondamental de 'analyse en dimension 3). Soit ® :
Az +— R3 une application de classe C' (i.e. de classe C' au voisinage de As),

injective, de jacobien strictement positif sur As. Soit V un champ de forces de
classe C' au voisinage du < tétraédre déformé > ®(As3). Le flux sortant du champ

de vecteurs V au travers du bord du tétraédre déformé ®(As) est égal a l'intégrale
sur ce tétraedre déformé de la divergence du champ V', autrement dit :

// (V(2,y, 2), ext (2,9, 2) ) d[voly pa(ag)] =
0®(As3)

:/// div (V(z, v, 2)) dedydz.
®(As)

DEMONSTRATION. Elle repose une fois encore sur la formule de changement de
variables du Théoreme 1.3. Supposons

(1.89)

V(w,y,2) = P(2,,2)i + Q(x,y,2) j + R(x,y,2) .
et
D(u,v,w) = (a:(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w)).
On introduit (dans R? rapporté aux coordonnées u,v,w) le champ de vecteurs
U(u,v,w) = F(u,v,w) i+ Gu,v,w)j + H(u,v,w)k,

ou F,G, H sont ainsi définies (de maniére <« tournante >, notons le) :

dy Oy 9z 0z oz Oz
F=Po® |5 G2|+Qo® |5 %%‘H%o 8 %%’
ov ow ov ow ov ow
9y 9y 9z 9z dz Oz
G=Po<1>‘azj Jul+Qod | 35‘+Ro gu - gu
ow ou ow ow ou
dy Oy 9z oz Oz
H—Pocb'zg 3|+ qoa | 3w|+R 0w |3 3.
ou ov o ov du ov

Si @ est supposée de classe C? au voisinage de As, le calcul (un peu pénible, mais
juste technique) montre (toujours en utilisant 1’égalité des dérivées partielles d’ordre
deux croisées) que

div (U (u, v, w)) = div (V) [®(u, v, w)] % Jac [®](u, v, w).

On a donc, d’apres la formule de changement de variables dans les intégrales
(Théoreme 1.3, formule (1.60)), et puisque le jacobien de ® est supposé stricte-
ment positif dans Ag :

(1.90) /// V(z,y,z))dxdydz = // div (U (u, v, w)) dudvdw.
A3 AS
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D’apres la Proposition 1.5, on a

///AS div(ﬁ(u,v,w))aludvdw—//8AS <ﬁ(u,v,w),ﬁcxt(u,v,w)>d[volzams]].

Il ne reste plus qu’a remarquer que le second membre de cette formule est exacte-
ment égal au membre de gauche de la formule (1.89). On utilise pour cela le fait que
(du fait que ® respecte les orientations, noter encore le caractere < circulant > des
formules) :
0P (0,v,w) A 09 (0,v,w)

v ow

9P (0,v,w) A 9P (0,v,w)
ow ow

ﬁext(ov v, ’LU) = -

0P (u,0,w) 0P (u,0,w)
ow A Ou
‘B@(u,o,w) A 0P (u,0,w) H
ow ou
0P (u,v,0) A 0P (u,v,0)
ou v
0P (u,v,0) 0P (u,v,0)
ou A ov
0P (u,v,1—u—v) A 0P (u,v,1—u—v)
ou ov
0P (u,v,1—u—v) 0P (u,v,1—u—v)
ou A v

ﬁext(uv 0, w) = -

ﬁext(uava 0) = _’

Tloxt (U, 0,1 —u —v) = H

Ce sont ces expressions que l'on reporte dans le membre de gauche de (1.89) en
paramétrant respectivement les quatre faces du tétraedre déformé par :

(v,w) € Ag — P(0,v,w)

(w,u) € Ay — ®(u,0,w)

(u,v) € Ay — ®(u,v,0)

(u,v) € Ay — ®(u,v,1 —u—v).

Les quatre intégrales sur Ay apparaissant ici correspondent (dans cet ordre) au
quatre intégrales impliquées dans le membre de droite de la formule (1.86). Lorsque
® est seulement de classe C! (et non plus C? au voisinage de A3z), on observe que la
formule (1.89) que l'on souhaite établir ne fait intervenir que des dérivées partielles
du premier ordre de la fonction ® (pour le calcul de la normale extérieure au bord).
La formule demandée s’obtient donc en < régularisant > ®, ce que nous admettrons
ici : les dérivées partielles d’ordre 2 ne jouent en effet au final aucun réle dans cette
formule. (]

La brique de base Aj (et ses images ®(Aj3) par des applications & valeurs dans
R3, de classe C! sur Az, injectives sur Az et de jacobien strictement positif) est
utilisée en mathématiques appliquées pour construire des maillages de domaines
volumiques dans I’space R? : on dit que les tétraedres déformés ®@1(A3z),... ®ar(Asz)
constituent un maillage (ou encore une tesselisation? ) d'un domaine plan borné
FE lorsque

— E est union des ®,(A3), j=1,....M;
— les intérieurs des tétraedres déformés ®;(As), j = 1,..., M, sont disjoints

deux-a-deux ;

26. Pensez aux briques ou < tessons > impliqués dans une mosaique spatiale.
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— si deux tétraedres déformés @;(As) et Pr(As) se rencontrent, leur intersec-
tion est soit un sommet, soit une aréte, soit une face, commune & ces deux
tétraedres déformés.

De la méme maniere que nous avons déduit du Théoreme fondamental de I'analyse
en dimension deux (Théoreme 1.7) la formule de Green-Ostrogradski en dimension
deux (& savoir la formule (1.83), cf. la remarque Remarque 1.16), nous pouvons
déduire du théoreme fondamental de I’analyse en dimension trois (Théoréme 1.8)
la formule de Green Ostrogradski en dimension trois.

THEOREME 1.9 (formule de Green-Ostrogradski en dimension 3). Soit E un
domaine volumique maillé par un maillage dont les mailles sont des tétraedres
déformés ®;(As), j = 1,..,M, ou, pour chaque j = 1,..,M, ®; : Az — R?
est une application de classe C', injective, et de jacobien strictement positif. Soit
V un champ de vecteurs de classe C' au voisinage de E. Alors le flux sortant du
champ V au travers du bord de E est égal a l'intégrale sur E de la divergence de
ce champ. Autrement dit, on a la formule :

(1.91) / - <17(a:,y,z),ﬁext(33,y,z)> d[vols oE] = // Ediv (V(z,y,2)) dedydz.

DEMONSTRATION. On écrit la formule (1.89) pour chaque j = 1,..., M, puis
on ajoute toutes les formules obtenues. Tous les calculs de flux correspondant a
l'une face de I'un des tétraedres déformés ®;(Asz) en méme temps commune a
un autre (®r(Asz) pour k # j) s’annihilent : en effet, il y a dans ce cas deux
normales extérieures opposées a prendre en compte, celle correspondant a la face
consiérée comme face de la maille ®;(As) et celle correspondant & la méme face,
mais considérée cette fois comme face de la maille ®4(Ag). Au final, il ne reste,
apres addition de toutes les formules (1.89) pour tous les ®;(A3), j =1,..., M, que
la formule (1.91). O

EXEMPLE 1.18 (formule de Green). Si f et g sont deux fonctions de classe C?
au voisinage d’un tel domaine volumique maillé E (comme dans le Théoreme 1.9),
un calcul simple montre que
div(fVg—gVf)=fAg—gAf,
ou V désigne la prise de gradient et
0? 0? 0?
A=—+—+—
ox? + Oy? + 022

désigne le laplacien ?”. En appliquant au champ de vecteurs V= f ﬁg — gﬁ fla
formule de Green-Ostrogradski (1.91), on obtient I'importante formule de Green :

[ (S0 =09 )0.2). s (..29) dfvola o] =
(1.92) ://{m (f 99 —g of )(x,y,z)d[volgyaE]

aﬁext a ﬁext

:///E(ng—gAf)(x,y,z)d:cdydz.

27. Cet opérateur différentiel du second ordre ne privilégie aucune direction dans ’espace : on
dit qu’il est isotrope.
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Cette formule justifie le role important joué par exemple par le laplacien en analyse
d’image : pour mettre en évidence les lignes de contraste d’une image (par exemple
les contours des objets figurés), on en calcule le laplacien. Elle est aussi capitale en
électromagnétisme. On dispose de la méme formule en dimension 2 (E étant cette
fois un domaine plan maillé dont la frontiére et une courbe) en appliquant (toujours
au champ de vecteurs f ﬁg —g v f) la formule de Green-Ostrograski cette fois en
dimension 2 (& savoir la formule (1.83), ¢f. la Remarque 1.16).

1.6.4. Circulation d’un champ de vecteurs et formule de Stokes. Le
Théoreme fondamental de 'analyse en dimension 2 se décline sous une forme
différente, faisant intevenir la notion physique de travail ou circulation d’un champ
de vecteurs.

DEFINITION 1.8 (circulation ou travail d’un champ de vecteurs). Soit ~y
[a,b] — R™ une application de classe C* par morceaux 2® et V un champ de vecteurs
(i.e. une application a valeurs dans R™), défini et continu au voisinage de v([a, b]) C
R™. On appelle circulation ou travail du champ de vecteurs V sur [a, b] Iintégrale

WW%w:a[HWwa»vu»m

REMARQUE 1.18. Si 4 : [a/,V] — R™ est une autre application de classe C'!
par morceaux telle que vy =J o, ot ¢ : [a,b] = [a/,V'] est un difféomorphisme de
classe C'! strictement croissant, on a, d’apres la formule de changement de variables
dans les intégrales (Théoreme 1.3) :

59 Wiy = [ (P y@d= [ (PE0)7 @)= W)
Autrement dit, le travail d’'un champ le long d’un chemin paramétré ne dépend pas
du paramétrage (pourvu que celui ci respecte le méme sens de parcours).

Siy :tefa,b] = (y1(t),...;y0(t)) € R™ est un chemin paramétré de classe C! par
morceaux, et si F' = (Fy, ..., F,,) désigne un champ de vecteurs continu au voisinage
de I'image de ce chemin, il est commode de noter 2% le travail W (F'; 7) sous la forme

W(F_";’y):/(Fldx1+~~~+Fndxn).
¥

En effet dz; = vj(t) dt pour j = 1,...,n. On a donc bien, suivant cette regle :

/(Fldx1+---+Fndxn)=/
:

[a)]

:/H@ww»wmm=WwW>

(P (0) + -+ Fa(y(1) 74(0)) dt

28. On dit aussi : un chemin paramétré C1 par morceauz.

29. On définit ainsi I’ intégrale curviligne de ce que vous serez appelé peut-étre & dénommer
ultérieurement comme la 1-forme différentielle Fy dx1+- - -+ Fy, dxy,, prise sur le chemin paramétré
~. Mais comme la notion (géométrique) de forme différentielle sort du cadre de cette UE, nous
n’insisterons pas ici sur cette notion d’intégrale curviligne, (bien qu’elle s’avére important tout de
méme dans la théorie des EDO, si I'on pense par exemple écrire dy/dz = A(z,y) sous la forme
alternative dy — A(z,y) de = 0.
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FIGURE 1.13. Orientation du bord pour la formule de Green-
Riemann dans le plan

THEOREME 1.10 (formule de Stokes dans le plan, ou de Green-Riemann). Soit
E un domaine plan maillé par une triangulation constituée des triangles déformés
®;(As), comme dans la Remarque 1.16. Soit yop le bord3® de E, parcouru de
maniére a avoir toujours le domaine E a gauche. Si V=Pi+ Q; est un champ
de vecteurs de classe C' au voisinage de E, on a
— 0 OP
(1.94) WV vog) = Pdz + Qdy = // (—Q - —) (z,y) dzdy.
YoE B\ O Iy
DEMONSTRATION. On remarque qu’en un point du bord de E (paramétré
comme convenu comme le chemin vsg), on a
You(t) }
K

Text (Yop(t)) = R_n/2 {m

olt #_, /o désigne la rotation vectorielle d’angle —m/2. On a donc :

(V(op(0); %o(t)) = (B—rnyo[V(205(0)] , Tl (r08(0) ) I (O]

La formule (1.94) résulte de la formule de Green-Ostrogradski en dimension deux
((1.83), Remarque 1.16), appliquée avec le champ de vecteurs %_ﬂ/Q[V]. O

EXEMPLE 1.19 (exemple d’application : le calcul des surfaces de domaines
plans). Si E est un domaine plan maillé (comme dans le Théoréme 1.10), il est
aisé de calculer sa surface suivant 'une ou lautre des formules (au choix) :

1
Aire(E) := //E dxdy :/ xdy = —/ ydx = 5/ (zdy — ydx).
YoE YoE YoE

Par exemple, prendre pour la premiére P(x,y) = 0 et Q(x,y) = z, pour la seconde
P(z,y) = —y et Q(z,y) = 0. Ces formules sont bien plus pratiques que 'utilisa-
tion du théoréeme de Fubini pour calculer la surface d’'un domaine compliqué. Par

30. Ce bord est considéré comme une famille de lacets paramétrés, 'un constituant le bord
< externe >, les autres les bords < internes > (comme sur la figure 1.13).
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exemple, la surface de lellipse
2 2
2. T Y
{y) eR 5+ 5 <1
de grand axe a et de petit axe b, dont le bord se parametre par :
6 € [0,27] — (acosf,bsinh)
vaut
/ acosfd[bsinf] = ab/ cos? 0 df = mab.
[0,27] [0,27]
Notons que 'on peut, suivant le méme principe, ramener le calcul du volume d’un
domaine maillé E de I’espace R? & une intégrale double (en I'occurrence un calcul
de flux sortant au travers du bord de E) grace a la formule de Green-Ostrogradski
en dimension trois (formule (1.91)), en prenant comme champ de vecteurs (z, 0, 0),

(0,4,0) ou (0,0, 2), de maniere & ce que la divergence du champ V en jeu dans cette
formule soit identiquement égale a 1 dans FE.

Pour étendre la formule de Green-Riemann (1.94) au cadre de I'espace, il nous faut
introduire la notion de rotationnel d’'un champ de vecteurs dans l’espace.

DEFINITION 1.9 (rotationnel d’un champ). Soit V = Pi+Qj+ Rk un champ
de vecteurs de classe C! dans un ouvert U de R®. Le rotationnel de V dans cet
ouvert U est le champ de vecteurs

_ L P 7
(1.95) rot (V) :=|& @ Jjl.
2 R k

REMARQUE 1.19. La formule (1.94), si I'on note V = Pi+Qi+0k, se reformule
donc ainsi :

(1.96) W(V; voE) = //E <r_0‘>5 V), IZ> (z,9,0) dzdy.

Remarquons que le vecteur k est le vecteur unitaire orthogonal a la < plaque > plane
E (considérée cette fois dans le plan {z = 0} de 'espace R?), choisi de maniere &
former une base directe avec la base (i, j) du plan R2.

La formule de Green-Riemann (1.94) peut étre < relevée » sur un graphe dans
I’espace R3. Nous avons ainsi le résultat suivant :

THEOREME 1.11 (formule de Stokes sur un graphe dans l’espace). Soit E
un domaine plan maillé par une triangulation constituée des triangles déformés
®;(Asz), comme dans la Remarque 1.16. Soit o : E — R une application continue,
égale a une fonction o; de classe C' sur chaque maille ®;(Az), j =1,..., M. Soit

Vi=Pi+ Q;+ RE un champ de vecteurs de classe C' au voisinage du graphe>!
3= {(z,y,2) €R’; (z,9) € B, 2z =0(z,y)}

31. Ce graphe se présente comme une nappe paramétrée (par (z,y) appartenant au domaine
maillé E C R?).
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de Uapplication o au dessus du domaine plan maillé E. Soit Ty, le < bord®? > de
Y orienté par transfert par (z,y) — (z,y,0(x,y)) de Uorientation du bord de E.
Soit aussi, pour chaque point (z,y) € ®;(Aq) (j=1,...M) :

1 0
0 a1 Y
8a; %1 1 (859]( v)
iz (@ y,0(,y)) = 1= o @)= —5 (@,9)
N V1+1¥05@ )P 1
90 995
Oz oy

(figurant le vecteur normal unitaire & ¥ au point (z,y,o(x,y)), considéré comme
point de o(®;(As2)) = 0;(P;(Az)), dirigé de maniére & ce que

(its j(z,y,0(x,9)), k) >0

Alors on a

W(V; o) =

_ Z //G‘J(‘I> (aa) rot (‘7) 5 ﬁz,j> (x,y, O'j(il?,y)) d[vo12,2](x7y’ O'j(l‘7y))

o @
://E (54 (7)., ) (., 0 9) V1 + [ Do )||? dedy
10

=// ot (V) 0 1|(e,y,0(z,y)) drdy.
E 9o  Oo

dxr Oy

51

) ﬁ2> (Ia Y, Z) d[V012,E](I7 Y, Z)

51

Autrement dit, la circulation du champ de vecteurs Ve long du bord de la nappe
paramétrée ¥ (orienté par transfert par (x,y) — (z,y,0(z,y)) de Uorientation du
bord de E) est égale au flux du rotationnel du champ V 4 travers la nappe X3, calculé
avec la convention que la normale extérieure au point courant de ¥ pointe dans la
direction des z > 0.

DEMONSTRATION. On se rameéne & prouver cette formule lorsque E = ®;(Ay);
la formule finale s’obtiendra ensuite par addition comme c’est le cas pour la formule
de Green-Riemann, cf. la Remarque 1.16). Suppons donc E = ®;(Az) et 0 = 0.
On peut aussi se contenter de prouver le résultat lorsque o; est C? puisque la
formule (1.97) ne fait en aucun cas apparaitre de calculs de dérivées partielles du
second ordre. Il suffit alors de remarquer (en utilisant la formule de changement de
variables dans les intégrales de Lebesgue en une variable) que :

W(V;Tos) = W(U; v08),

ou
U(z,y) = F(z,y)i + G(z,y) ],

32. C’est-a-dire 'image par (z,y) — (z,y,0(z,y)) du bord de E.
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avec

gy T PERe) s R o) (@)
1.98
G({E7y) = Q(x,y, U('T7y)) + R(m,y, O’((l?/g)) %(:’C7y>

En utilisant la formule (1.94) (Théoréme de Green-Riemann dans le plan), on ob-
serve que

- 8G (9F
W(V; Tox) = W(U; vor) // e 7 (z,y) drdy.

C’est en fait (une fois tous les calculs faits) la formule voulue : le membre de droite

de cette formule correspond en effet a ’expression figurant sur la derniére ligne de
la formule (1.97). O

Ainsi se termine cette premiere partie du cours dédiée a une présentation < pié-
tonne > de l'intégration < moderne >, couplée avec une breve initiation aux ru-
diments de D’analyse vectorielle (champs de vecteurs, flux, formules de Green-
Ostrogradski — on dit aussi de la divergence — et de Stokes dans le plan ou l’espace).
Voir les exercices proposés en TP pour la « gymnastique > pratique avec ces for-
mules.



CHAPITRE 2

Initiation a ’étude qualitative des EDO

L’intégration (par le biais de l'explicitation de leurs solutions exactes sous
forme de primitives — on parle alors de méthode de quadrature — ou du calcul
numérique approché de solutions exactes exprimés sous forme de primitives) est,
on s’en doute, intimement liée & I'étude (et & la résolution, autant que faire se
peut, qu’elle soit analytique et donc théorique, ou bien simplement numérique),
des équations différentielles ordinaires (EDO). Il est donc tout-a-fait naturel que la
seconde partie de ce cours soit centrée autour de ces aspects, tout autant fondamen-
taux en ingénierie mathématique que ne le sont les outils de l'intégration pratique
et de ’analyse vectorielle présentés au chapitre 1.

2.1. Equations différentielles résolubles en Y’

Soit p un entier supérieur ou égal & 1 et U un ouvert de RP*1. Il faut comprendre
cet ouvert U comme espace des états (on dit aussi espace des phases) d’un cer-
tain phénomene physique p-dimensionnel (dépendant d’une variable ¢, en général le
temps) que 'on prétend controler : ensemble U est 'ensemble des couples (t, Y (t)),
ou t désigne un instant ¢ pour lequel le phénomene se produit, et Y(¢) € RP la valeur
du phénomene en cet instant ¢ € R.

On supposera que le phénomene physique ¢ — Y () € R? est régi par I’équation
différentielle :

(2.1) (t,Y(t) €U et Y'(t)=F(t,Y(t)),

ou ' : U — RP désigne une fonction continue. Une telle équation différentielle est
dite résoluble en Y.

Tous les phénomenes physiques ne sont pas régis par une telle équation : par
exemple, si 'espace des états est R? et que le phénomene physique est régi par
léquation différentielle (de Bessel, avec ici parametre v, régissant de nombreux
problémes en mécanique) :

(2.2) (t,Y(t)) eRxR et £2Y"(t)+tY'(t)+ (t* —v*)Y(t) =0,

on peut certes considérer le vecteur

0= (y) <=

et remarquer que ’équation (2.2) se met sous la forme :

(2.3) (LY () eRxR2 et £2¥(1) = (ﬂ i _1t> V().

57
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Mais aller plus loin serait impossible, car il faudrait pour cela pouvoir considérer
pareille équation sous la forme :
- - 1 0 1\ ¢
2 l _
(2.4) (t,Y () eRxR* et Y'(t) = r (VQ e _t> Y (t),
ce qui ne saurait convenir car la division par ¢ (qui s’annule en ¢ = 0, ce qui créerait
une discontinuité dans une fonction F' éventuellement candidate) pose probleme au

second membre. Autant on peut en effet considérer séparément les deux équations :
~ ~ 1 0 1\ ¢
2 ! _
s (t,Y(t)) €]0,00[xR* et Y'(t)= = (V2 2 _t> Y (t)

(ta?(t)) G] - OO»O[XRz et Y/(t) = tig <V2 (1 t2 —1t) f/(t)

comme des équations du type (2.1), c’est-a-dire résolubles ici en Y’, autant on ne
saurait considérer ’équation différentielle (2.3) sous la forme d’une équation diffé-
rentielle résoluble en Y’ c’est-a-dire de la forme (2.1).

Autre exemple, si p = 1 cette fois. On serait aussi dans l'incapacité de ramener a
une équation résoluble en y’ du type (2.1) une équation (par exemple) du type :

(ty(t) €U et sin(y'(t)) = f(ty(1),
ot U un ouvert de R? et f : U — R une fonction continue arbitraire dans U.

Par contre, toute équation différentielle d’ordre supérieur k& > 1, de la forme :
(2.6) (tL,Y(1),Y't),. YE D) eU et Y (1) = F(t,Y(1),..Y*D(1),
oi1 U est un ouvert cette fois de R x (RP)* = RP*+1 et F' : U — RP une fonction de
U dans RP, peut se mettre sous la forme d’une équation du type (2.1). On associe
pour cela au vecteur de fonctions ¢t — Y (t) € R? le vecteur de fonctions :
Y(t)
Y'(t)
tY(t) = : € RP*
Y(k72)(t)
Y(Icfl)(t)
et & la fonction continue F : U — RP figurant dans (2.6) la fonction F : U — RP¥
continue dans U (puisque F D'est) définie par :

/0 I, 0 ... 0 Y1\
0 0 I, 0... 0 Ys
2.7) Y(,Y)eU,  F(t,V,..Y%) = 5 SN
' 0 0 I, 0 Yi_o
00 ... 0 I/)\Vi,
L F(t,Y1,..,Y3)

(ou I, désigne la matrice identité de RP). Alors, on remarque que dire que ¢ — Y (¢)
(& valeurs dans R?) est solution de I'équation différentielle (2.6) d’ordre k équivaut

a dire que t + Y(t) (& valeurs cette fois dans RP¥) est solution de I’équation
différentielle d’ordre 1 résoluble en Y :

(2.8) (t,Y(t) €U et Y'(t)=F(Y(t)).
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On ne traitera donc dans ce cours que les équations différentielles du premier
ordre résolubles en Y’ (c’est-a-dire du type (2.1)). Notre étude englobe bien les
équations d’ordre k > 1, pourvu qu’elles se présentent sous la forme d’une équation
différentielle résoluble en Y(¥) de la forme (2.8). On les appelera équations diffé-
rentielles ordinaires résolubles en Y’ (en abrégé < EDO » résolubles en Y', par
souci de distinction avec les EDP : « équations aux dérivées partielles >, ou les
fonctions Y en jeu dépendent de strictement plus que d’un parametre).

2.2. Solutions d’une EDO résoluble en Y’ ; conditions initiales

DEFINITION 2.1 (solution d’une EDO résoluble en Y’). Soit ’équation différen-
tielle résoluble en Y :

(2.9) (t,Y(t) €U et Y'(t)=F(t,Y(t)),

ou U désigne un ouvert de R x R? = RPt! et F' : U — RP une fonction continue.
On appelle solution de l’équation différentielle (2.9) tout couple (I,Y) constitué
d’un intervalle ouvert I de R et d’une fonction Y : I — RP de classe C' dans I
telle que :

(2.10) Vitel, (t,Y(t)) €U et Y'(t)=F(t,Y(t)).

L’intervalle ouvert I est appelé intervalle de vie de la solution (I,Y).

Ce qui sera surtout important pour nous sera le concept de solution mazimale, car
notre souci constant par la suite sera de trouver les solutions qui < vivent > le plus
longtemps possible.

DEFINITION 2.2 (solution maximale d’une EDO résoluble en Y”). Une solution
(Imax, Ymax) de Iéquation différentielle (2.9) est dite solution mazimale de cette
équation différentielle si et seulement si, pour toute autre solution (I,Y) de cette
équation (2.9) telle que

= Ymaxa

max

IO Iax et Vi

alors on a en fait I = I,.. Autrement dit, il est impossible de < prolonger > la
solution Y,ax définie a priori sur 'intervalle I, en une solution qui vivrait plus
longtemps qu’elle, c’est-a-dire qui continuerait a survivre dans un intervalle stric-
tement plus grand que l'intervalle de vie [yax.

Un puissant principe de logique mathématique que nous admettrons (I'aziome de
Zorn, ce qui revient de fait a admettre, ce que nous ferons bien sir, I’axiome du
choix) assure que, si (I,Y) est une solution de 'EDO (2.9), alors il existe certai-
nement au moins une solution maximale (Inax, Ymax) (il peut fort bien y en avoir
plusieurs) telle que I C Inax et que (Yiax)|r = Y. Autrement dit, toute solution
de 'EDO (2.9) se prolonge d’au moins une maniére en une solution maximale de
cette EDO.

Ce qui sera de fait le plus important pour nous sera de savoir si, étant donné un
point (tp, Yp) de U, il existe bien au moins une solution de I’équation différentielle
(2.9) telle que tg € I et Y(tg) = Yp. Si par chance il n’en existe qu'une, la trouver
nous permettra a la fois de prévoir I’évolution du phénomene physique ¢ — Y (¢)
dans le futur (¢ > tg), étant entendu que 1'on a observé (ou imposé) la < condition
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initiale > Y (tg) = Yo, et aussi de tracer I’évolution de ce méme phénomene physique
dans son passé (t < tg).

Nous introduisons dans ce but, étant donnée une EDO du type (2.9), une nouvelle
notion, celle de probléme de Cauchy avec condition (ou donnée) initiale.

DEFINITION 2.3 (probléme de Cauchy). Soit U un ouvert de R x RP = RP+1,
F : U — RP une fonction continue et

(2.11) (t,Y(t) €U et Y'(t)=F(t,Y(t))

I’ EDO résoluble en Y associée. Etant donné un point (to,Yo) de ouvert U, on
appelle probléeme de Cauchy pour ’EDO (2.11) avec donnée initiale Yy d linstant
to le couplage :

(t,Y(t)) €U et Y'(t)=F(t,Y(t) (EDO)

2.12
(2.12) Y (to) = Yo (condition initiale).

REMARQUE 2.1 (le cas des EDO d’ordre supérieur du type (2.6)). Pour une
EDO d’ordre k résoluble en Y(*) du type (2.6), une condition initiale & I'instant
to est la donnée d’un vecteur (Yp, Yy, ..., Yo(kfl) € RPF| Cest-a-dire de k éléments
de R? : la position initiale Yy & Vinstant tg, la vitesse initiale Yy & Vinstant ¢,
Iaccélération initiale & I'instant tq, etc.

Nous pouvons préciser maintenant la notion de solution d’une EDO du type (2.11)
avec données initiales précisées.

DEFINITION 2.4 (solution d’un probléeme de Cauchy avec condition initiale pour
une EDO du type (2.11)). Soit U un ouvert de R x R? = RPT1 F : U — RP une
fonction continue. Soit (¢g, Yp) un point marqué de 'ouvert U. On appelle solution
du probleme de Cauchy :

(t,Y(t) eU et Y'(t)=F(,Y(t) (EDO)

Y (tg) =Yy (condition initiale)
tout couple (I,Y") constitué d’un intervalle ouvert I de R et d’une fonction Y
I — R? de classe C! dans I telle que :

viel, (t,Y(t)eU et Y'(t)=F(tY(t)

2.13
(213) Y(tg) =Yy (condition initiale).

Il est important d’observer le fait suivant :

PROPOSITION 2.1. Un couple (I,Y) est dit solution du probléme de Cauchy avec
condition initiale (2.12) si et seulement si I est un intervalle de R et Y : I — RP
une fonction continue (et non plus cette fois C1) telle que :

(2.14) Viel, (tL,Y@®#)eU e Y()=Yy+ /OtF(T,Y(T))dTa

étant entendu que lintégrale sur [to,t] d’une fonction a valeurs dans RP est le
vecteur des intégrales des fonctions coordonnées.



2.2. SOLUTIONS D’UNE EDO RESOLUBLE EN Y’; CONDITIONS INITIALES 61

DEMONSTRATION. Sit¢ € I — Y (¢) est une fonction continue vérifiant (2.14),
cette fonction est une primitive de la fonction continue ¢t € I — F(¢,Y(t)). Cest
par conséquent une fonction dérivable sur I qui a pour dérivée sur cet intervalle
la fonction continue ¢ € I — F(t,Y(t)). Cette fonction ¢t — Y (t) vérifie aussi
Y (ty) = Yo. Réciproquement, toute fonction Y : I — RP de classe C'! solution de
(2.13) vérifie aussi (2.14) : ceci résulte du Théoreme fondamental de 'analyse en
dimension 1 (c¢f. le Théoreme 1.6 au chapitre 1). O

REMARQUE 2.2 (un probléme de point fixe). Supposons un instant que l’on
puisse trouver (par chance) un segment fermé [ty — ¢,%o + €] C R et une boule
fermée B(Yy,n) de RP de maniere & ce que :

— d’une part

[tO _777t0+77] X B(Yovn) -y )

— d’autre part, pour toute fonction continue Y : [ty — ¢€,to + €] — B(Yo,n), la
fonction continue

t
(2.15) TY]:te€[to—eto+e — Yo +/ F(r,Y(r))dr
to
soit telle que Im (T[Y]) C B(Yy, 7).
Dire alors qu’une fonction continue

Y :[to—eto+ ¢ — B(Yo,n)
vérifie (2.14) équivaut a dire que Y est un point fixe de 'application :
T :Y € (g([to — €, to + 6], B(Yb, 77)) — T[Y] S (g([to - E,t() + 6]7 B(Y(),n))

(ot € (A, B) désigne le R espace des applications continues de A dans B, lorsque
A est un segment de R et B une boule fermée de RP). Or on sait que si T
RY — RY une application strictement contractante, i.e. il existe x €]0, 1] tel que
|IT[Xs] — T[X1]|| < k|| X2 — X1| pour tout Xy, X, dans RY, alors T admet un
unique point fixe, auquel on peut accéder (avec une convergence exponentiellement
rapide) en suivant l’algorithme itératif X <+ T'[X] initié & partir de d’importe quel
point de RY (cf. le cours d’Analyse 2 et le cours de Calcul Scientifique et Sym-
bolique NIMA3003 [Ycalc], section 4.1). Malheureusement, le R-espace vectoriel
% ([to—e¢, to+e], B(Yo,n)) des fonctions continues de [ty —¢, to+¢] dans B(Yy,n) (que
Pon peut équiper de la norme uniforme), n’est pas un espace de dimension finie du
type RY. Vous verrez cependant en L3 qu’il s’agit d’un espace ot toute suite de Cau-
chy converge (on dit un espace normé complet), et ol par conséquent le théoreme
du point fixe reste vrai. C’est sur ce résultat que va reposer le résultat majeur que
nous admettrons dans ce cours, a savoir le Théoreme de Cauchy-Lipschitz que nous
allons énoncer dans la section suivante. Il est vraiment important ici de faire cette
remarque capitale. Le fait qu’il existe une démarche algorithmique pour accéder au
point fixe indique aussi qu’il sera possible numériquement de résoudre (au moins lo-
calement) dans ce cas le probleme de Cauchy (2.12) et d’en trouver une solution dont
I'intervalle de vie contienne I'instant intitial to. On pressent (dans cette approche
numérique) I'importance que prendra le calcul numérique d’intégrale (méthodes de
Newton, de quadrature, etc., cf. encore le cours de 'UE N1MA3003, [Ycalc], cha-
pitre 5), puisque c’est précisément une intégrale que 'opérateur T' (dont on cherche
a calculer le point fixe) fait apparaitre (voir 'expression de T' dans (2.15)).
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Exactement comme nous avons défini la notion de solution maximale d'une EDO
du type (2.11) (Définition 2.2), nous pouvons définir la notion de solution mazimale
d’un probléme de Cauchy avec condition initiale du type (2.14).

DEFINITION 2.5 (solution maximale d’un probléme de Cauchy avec condition
initiale du type (2.12)). Une solution (Imax, Ymax) du probléme de Cauchy avec
condition initiale (2.12) est dite solution mazimale de ce probléme si et seulement
si, pour toute autre solution (I,Y") de ce méme probléme telle que

I D Inax et Y—\I = Yax,
alors on a en fait I = I,.. Autrement dit, il est impossible de < prolonger > la
solution Yi.x définie a priori sur Uintervalle I, en une solution de la méme
équation (2.11) qui vivrait plus longtemps qu’elle, c’est-a~dire qui continuerait &
survivre dans un intervalle strictement plus grand que U'intervalle de vie I, ax.

max

On sait que toute solution (I,Y’) du probléeme de Cauchy avec condition initiale
(2.12) se prolonge en une solution maximale (Ihax, Ymax) de 'EDO résoluble en Y’
(2.11). Ce prolongement est évidemment une solution maximale du probleme de
Cauchy avec condition initiale (2.12).

En général (c’est-a-dire lorsque la fonction F' : U — RP est continue, on dispose
du résultat suivant, intéressant, mais de peu d’intérét pratique :

THEOREME 2.1 (théoréme d’Ascoli-Peano). Etant donnée une EDO résoluble
en' Y’ du type (2.11) et un point (to,Yp) de l'espace des états U C R x RP associé,
il existe toujours au moins une solution maximale du probléme de Cauchy (2.12).
Par contre, l'unicité n’est pas assurée, ni au niveau local, ni au niveau global.

Sans hypothese supplémentaire sur F', on est donc incapable de prévoir 1’évolution
du phénomeéne physique régi par cette EDO (ou de retracer son passé) a partir de
Pinstant tg, une fois apres avoir observé (ou en ayant imposé) la condition initiale
Y (tg) = Yo. La configuration de la figure 2.1 (deux solutions maximales du méme
probleme de Cauchy), voire une configuration ot une solution de 'EDO s’arréterait
brusquement de vivre en un point intérieur a ’espace des états, sont dans ce cas
tout-a-fait envisageables.

EXEMPLE 2.1 (le seau percé). Soit I’équation (ici p =1) :

(2.16) (ty(t) €R® et y'(t) = -Cy|y(t),

C étant ici encore une constante réelle positive. On rencontre cette équation dans
la célebre expérience du < seau percé > retrouvé vide & un instant ¢ = a € R (voir
la figure 2.2). En fait, on se trouve dans l'incapacité de préciser & quel instant
to < a ce seau était plein : en effet, selon la loi de Toricelli, la hauteur d’eau
dans le seau est régie par I’équation différentielle y'(t) = —C'+/|y(t)|, C' désignant
une constante positive liée aux données de l'expérience (les parametres physiques
du seau percé et du liquide). Tant que y(t) reste strictement positif, il est aisé
d’intégrer I’équation différentielle (2.16) qui, dans ce cas, devient y'(t) = —C'\/y(t)
ou encore (1/y(t))’ = —C/2, ce qui donne

C ( 2\/%0 B t)

y(t):i to + C
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FIGURE 2.1. Espace des états et solutions maaximales d’un
probleme de Cauchy

FIGURE 2.2. Ecoulement d’un liquide (loi de Toricelli)

. . S 270
si 'on suppose que yo marque le niveau du seau plein ; si ’on suppose tg+ Cyo < a,

toutes les fonctions

2
02 (t 2\/y0_) . 2\/?/0
S (tg+ 252 —t) sit<ty+ %2

t—ylt) =4 < “

081t2t0+T0.

sont candidates a étre solution de notre probleme, car elles présentent toutes le seau
vide a l'instant a, d’ou I’ambiguité en ce qui concerne la possibilité de déterminer
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to ! D’ailleurs, ici, toutes les fonctions yy, 1,, —00 < ¢1 < to < 400, définies par

%z(t —t1)?sit <ty
Yo () = 0, t1 <t <ty
Gt —ty)2sit >ty

sont solutions sur R de ’équation différentielle (2.16), et il suffit que a €]t;, to] pour
que l'indétermination de tq soit totale.

2.3. Le théoréme de Cauchy-Lipschitz et ses compagnons

2.3.1. L’énoncé du résultat. Pour parer au probleme de non unicité qui
limite 'intérét du Théoreme d’Ascoli-Peano (Théoréme 2.1), il faut introduire une
contrainte supplémentaire sur la fonction F impliquée dans 'EDO Y’ = F(¢,Y)
avec condition initiale Y (o) = Yo.

THEOREME 2.2 (Théoréme de Cauchy-Lipschitz! version globale). Soient U
un ouvert de RPFY1 = R x RP et F : U — RP une fonction continue telle que,
pour tout (to,Yo) de U, il existe un voisinage ouvert V(to,Yo) C U de (to, Yo) et
une constante K, y, telle que

V(t,Y1>7 (t,Yé) S V(to,Y0>7

2.17
(217) IF (Y1) — F(LYa)] < Koo Vi — Yo

(une fonction F : U — RP satisfaisant cette condition est dite localement lipschi-
zienne par rapport au bloc de variables Y € RP). Pour tout point (xo,Yy) de U, il
existe une unique solution mazximale du probléeme de Cauchy

(2.18) Y'=F(@tY) ; Y(to) =Yy (condition initiale)
posé dans l'ouvert U.

EXEMPLE 2.2 (Un cas particulier trés important). L’exemple le plus fréquent
est celui ou la fonction F' a des dérivées partielles en les coordonnées (Y7, ...,Y})
qui sont toutes des fonctions continues de (¢,Y) dans I'ouvert U. Dans ce cas, la
fonction F' est bien localement lipschizienne dans U du fait de l'inégalité des ac-
croissements finis et la conclusion du Théoreme de Cauchy-Lipschitz 2.2 est valide.
Tous les exemples traités dans la suite du cours entreront dans le cadre de cet
exemple. Notamment 'exemple o U = I x RP et F(t,Y) = A(t)Y + B(t), A
étant une application continue de I dans .ZPP(R) (R-espace des matrices p X p &
coefficients réels) et B une application continue de I dans R? ; une EDO du type :

(2.19) Y'= A(t)Y + B(t), AeC°(I,.#""R)), B e C°(I,RP)

(ot I est un intervalle ouvert de R) est dite EDO linéaire sur I x R?.

La preuve du Théoréme 2.2 repose sur une version locale du méme résultat (pour
laquelle le recours au théoreme du point fixe dans un espace vectoriel normé complet
convenable est Poutil majeur). Nous admettons ici ce résultat (voir le cours de L3).
Voir la Remarque 2.2 pour une premiere sensibilisation.

1. Au nom du mathématicien francais Augustin Cauchy (1789-1857) est ici associé celui de
lanalyste allemand Rudolph Lipschitz (1832-1903), & qui l’on doit la mise en évidence de I'im-
portance de la condition (2.17); une fonction satisfaisant cette condition est d’ailleurs appelée
fonction localement lipschitzienne.
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2.3.2. Un premier lemme < compagnon > : le lemme des bouts. Un
complément essentiel du Théoreme de Cauchy Lipschitz s’énonce heuristiquement
ainsi : aucune solution maximale du probleme de Cauchy avec condition initiale
(2.18) ne peut < disparaitre dans un puits > tant qu’elle n’a pas atteint la frontiére
de I’espace des états U C RPT! sur lequel est définie la fonction F.

Pour préciser les choses, voici une définition et un énoncé.

DEFINITION 2.6 (< bouts » de solutions maximales). Soit (I,Y) une solution
maximale du probleme de Cauchy (2.18) posé dans U. Si I =]«, 8] et 8 < 400, on
appelle < bout droit de la solution maximale > (I, ) le sous-ensemble

{8} x (N YTLAT) c RH!
tel
de toutes les limites possibles des suites (¢, Y (¢,)) lorsque (¢,),>1 est une suite de
points de I tendant vers 5. De méme, si o > —o0, on appelle <« bout gauche de la
solution maximale > (I, ) le sous-ensemble

{a} x ( N Y(]a,t[) c RPH
tel
de toutes les limites possibles des suites (¢, Y (¢,)) lorsque (¢,),>1 est une suite de
points de I tendant vers a.

LEMME 2.1 (Lemme des bouts). Pour un probléme de Cauchy du type (2.18)
avec posé dans l'ouvert U C RPTL (contenant (to,Yy)) avec

F :(t,Y)eU— F(t,Y) €R?

localement lipschitzienne en'Y dans U, les < bouts de solutions maximales > sont
toujours d la frontiére de 'ouvert des états U sur lequel est définie (et localement
lipschizienne par rapport a 'Y ) la fonction F.

2.3.3. Un second lemme compagnon : le critére d’existence de Gron-
wall. Le lemme des bouts (Lemme 2.1) s’avére bien souvent un auxiliaire précieux
pour prédire (dans le futur) ou anticiper (dans le passé) les trajectoires des solu-
tions de 'EDO, mais ce n’est pas toujours la panacée. L’ouvert U peut fort bien ne
pas étre borné et, dans ce cas, avoir pour une solution maximale un < bout > sur
la frontiere de U peut fort bien signifier que la solution ¢ — Y (¢) correspondante
s’échappe vers l'infini lorsque ¢ s’approche de ’abscisse du bout. Le critére d’exis-
tence de Thomas Gronwall? ci-dessous, fondé sur I'intégration d’une inéquation
différentielle (nous 'admettrons encore) permet de compléter avantageusement le
tableau : il nous donne des conditions permettant d’affirmer avec certitude qu’une
solution maximale vivra assez longtemps.

PROPOSITION 2.2 (critére d’existence de Gronwall). Soit I un intervalle ouvert
deR et F :(t,Y)r— F(t,Y) une fonction continue sur I x RP, ¢ valeurs dans
RP | localement lipschitzienne par rapport auxr variables Y, et telle que, pour tout
segment K = [a,b] de I, il existe des constantes positives Ck 1 et Cr o avec

(2.20) V(t,Y)e K xRP, ||[FtY)| < CrallY] + Cres.
2. Thomas Hakon Gronwall (1877-1932), physicien et mathématicien suédois & qui 'on doit

(en 1919) le lemme d’analyse important qui porte son nom et implique le critére d’existence énoncé
ici.
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Les solutions mazimales de tout probléme de Cauchy
Y'=F(Y) ; Y(to) =Yy (condition initiale)

posé dans I x RP sont définies sur I tout entier. Autrement dit, elles vivent aussi
longtemps qu’il leur est donné de vivre.

EXEMPLE 2.3 (I’exemple des EDO linéaires). C’est 'exemple d’application ma-
jeur du critere d’existence de Gronwall. L’ouvert U est ici I x RP et la fonction F
est de la forme

F(t,Y)=A(t)Y + B(t), A€ C°I,.#P"(R)), B € C°(I,RP)

(¢f. (2.19)). Dans ce cas, le critere s’applique est I'on est certain que l'intervalle de
vie de toute solution maximale est I. Mais il existe d’autres exemples ou le critere
de Gronwall s’applique : par exemple, les solutions maximales du probleme :

Yy =y—2tysiny ; ylto)=yo (to,yo) € R?,

vivent dans R tout entier (ici U = R x R); en effet, on a |siny| < 1 pour tout
y e R

Ce sont le Théoreme de Cauchy-Lipschitz (Théoréme 2.2), le Lemme des bouts
(Lemme 2.1), le Critere de Gronwall (Proposition 2.2), couplés en général avec
d’autres principes (par exemple le principe de comparaison dont nous ne parlerons
pas, faute de temps, dans ce cours) qui permettent de tracer les trajectoires des solu-
tions de ’EDO résoluble en Y’ que 'on a & étudier, prenant en compte par exemple
qu’elles puissent se retrouvées < piégées > dans des entonnoirs, qu’elles ne puissent
refranchir un certain type de < barriére > une fois qu’elle cette barriere franchie une
fois, etc., voir par exemple la section IV du chapitre 16 dans [MathL2]. Tracer les
trajectoires solutions consiste a représenter ce que 1’on appelle communément plan
de phase de 'EDO résoluble en Y”. Il s’agit avant tout ici d’une étude qualitative et
non quantitative. Avec 'étude des systemes autonomes (section 2.6), nous ne ferons
qu’effleurer dans ce cours sur un exemple particulier (Lotka-Volterra) le principe
soutendant une telle démarche qualitative.

2.4. Les EDO linéaires ou s’y ramenant

2.4.1. Le cas p = 1. Rappelons ici la méthode de résolution par quadrature
des équations linéaires dans le cas p = 1. L’ouvert U est dans ce cas I X R et
telw—a(t),tel— b(t)sont deux fonctions continues de I dans R. Soit tg € I
et yo € R.

Pour trouver la solution (sur I) de PEDO

y'(t) = a(t)y(t) + b(t)
telle que y(to) = yo, on introduit (premiere quadrature) la fonction

t — R(to,t) = exp (/t a(T) dT).

to

On remarque ensuite que 'EDO homogene (i.e. sans second membre)
(2.21) y' =a(t)y(t)

s’exprime aussi :
d

%[y/R(tvtO)] =0.
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Les solutions maximales de ’équation homogene (2.21) sont donc les fonctions :
telw— uR(t to) = R(t, to)u, u € R.
La solution de 1’équation homogene (2.21) valant u en to est en particulier
t el — R(t,to)u
car R(tg,tp) = 1.
On utilise ensuite pour calculer la solution de 1’équation avec second membre
Y (8) = a()y(t) + b(t)

valant yg en tg la méthode dite de variation des constantes en cherchant la fonction
y sous la forme y(t) = C(t)R(t, o). La solution du probleme

y'(t) = a®)y(t) +b(t) ;y(te) =yo
est alors donnée (apreés une seconde quadrature) par la formule de Lagrange :
t
(2.22) Vtel, y(t) = R(t, to)yo +/ R(t, s)b(s) ds.
to
2.4.2. Le cas p > 2. Soit une EDO de la forme :
Y’ = A(t)Y + B(t),

ot A € CI,.#PP(R)) et B € C°(I,RP), I étant un intervalle de R. Cette fois
encore, il est judicieux d’étudier dans un premier temps 'EDO homogene :

(2.23) Y'(t) = A()Y (1),

Soit tg € I. Pour chaque vecteur u € RP, il existe une unique solution de I’équation
homogene (2.23) valant u en t5. On convient de noter cette solution :

t € I~ R(t,to)u.
On constate que 'application
u € RP — R(t,t0)u

est lindaire (du fait que PEDO (2.23) est homogene), ce qui permet de définir une
application

(t,s) e I x I — R(t,s) € #"PR).
Cette application est tres difficilement calculable, sauf si A(t) = A est une matrice
constante, auquel cas

%) Ak
R(t,s) = expl(t = 5)A] = > (¢ = 5)"
k=0

On P'appelle la résolvante de PEDO homogene (2.23).

Une fois cette résolvante connue (ce qui est dans le cas général irréaliste), alors la
solution du probléme :

Y/(t) = AOY () + B(t) 5 Y(to) = Yo

est donnée encore par la formule de Lagrange :
t

(2.24) Vtel, Y(t) = R(t,t)Yo + | R(t, s)B(s)ds.

to
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Le point est que cette belle formule est difficilement exploitable si la résolvante si
la résolvante n’est pas connue.

REMARQUE 2.3 (le cas ou A(t) = A). Dans le cas o A(t) = A est une matrice
constante, il est plus judicieux de trigonaliser® A (dans CP) en A = PTP~, T
étant triangulaire inférieure, puis de remarquer ensuite que si 'on pose Z = P~'Y,
résoudre le probleme

Y/(t) = AY(0) + B(t) ; Y(to) = Yo
revient & résoudre
Z't)=TZt)+ P 'Z(t) ; Z(ty) =P 'Y,.

La résolution de ce nouveau probleme se fait par quadrature de proche en proche
(a partir de la derniere ligne du systéme, puis en remontant) puisque la matrice T
est devenue mantenant triangulaire inférieure. C’est bien plus simple! 1l reste au
final & poser Y (t) = PZ(t) pour trouver la solution cherchée. Ceci est en général
plus efficace que de calculer la résolvante de 'EDO homogene Y/ = AY qui, dans
ce cas, vaut R(t,s) = exp[(t — s)A].

2.4.3. Les équations de Bernoulli. Il s’agit (dans le contexte d’EDO avec
p = 1) d’équations du type

y'(t) = a(t)y(t) + b(t)y"(t)
avec a € R, a # 0,1, sous la condition initiale

y(to) = 4o > 0.
Comme « # 0,1, ces équations ne sont pas linéaires. L’ensemble U sur lequel on
pose le probléme est soit U = I x R, soit U = I x R*, soit U = I'x]0, +oc[, ol I est
un intervalle de R sur lequel a et b (& valeurs réelles) sont continues ; I’exclusion ou
non de 0 ou de | — o0, 0] pour poser le probleme dépend de la valeur de o (£ — t/3
prend un sens si ¢ € R*, alors que ¢ — v/t nous oblige & nous limiter & Ix]0, +00[).

Ce modele d’équation, classique en physique ou en mécanique, est dit équation
de Bernoulli*; cette équation (lorsque o = n € N\ {0,1}) apparait par exemple
dans la recherche des courbes de < descente en temps constant >, c’est-a-dire des
courbes dites < isochrones » (par exemple celles dites de Leibniz, le long desquelles
un objet descendant sous les lois de la gravité descendra avec une composante de
vitesse verticale constante, ou les courbes isochrones de Huygens) ; de telles courbes
jouent par exemple un rdle important en horlogerie de précision (d’out I'influence
de I’école suisse au travers de la dynastie des Bernoulli!).

Supposons yg > 0, et cherchons & calculer (au moins localement) la solution du
probléme de Cauchy (posé dans Ix]0, +oc]). La solution maximale (J, y) (qui existe)
est telle que y > 0, et 'on a, dans l'intervalle ouvert J,

(2.25) (;’(g;a =a(t)(y@)' " +b(t), Vte J.

En posant, pour tout ¢t € J, z(t) := (y(t))}~%, on voit que (2.25) équivaut &
Z(t) =1 —a)alt) z(t) + (1 — a)b(t),
3. Voir le cours d’Algebre 3 (théoréeme de Cayley-Hamilton).

4. Ce, en relation avec les contributions du mathématicien et physicien suisse Jacob Bernoulli
(1654-1705).
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0.8 b

0.6 q

0.2 b

FIGURE 2.3. Courbes intégrales de t*y’ = 3y + y3

avec condition initiale z(tg) = ytl)_o‘. Mais il s’agit ici d’une équation linéaire que
l'on sait donc résoudre. L’intervalle de vie J de la solution maximale (J,y) est le
plus grand intervalle ouvert sur lequel la solution z(¢) donnée par la formule de
Lagrange (2.22),

T

2(t) = (zo—l—/tt(l—a)b(r) exp (—/f (1—a)a(v) dv) d7'> exp (/tt(l—a)a(r)dT) ,

0

reste strictement positive; on obtient i en posant, sur cet intervalle J, y = z'~.

EXEMPLE 2.4. L’équation différentielle tty’ = t3y + 3> sur | — oo, 0[xR ou
10, +00[XR est une équation de Bernoulli avec a@ = 3. L’équation linéaire corres-

pondante (si 'on pose z = y~2 en ayant pris soin de supposer 3 # 0) est
;22 2
Y=t A
dont la solution générale est

2+ ct
A1) = ; .
Les courbes intégrales de 1’équation de Bernoulli t*y’ = t3y + y (c’est-a-dire les
graphes des solutions maximales, représentées sur la figure 2.3) suivent le tracé
de cubiques réelles planes : une cubique réelle plane est 'ensemble des zéros d’un
polynome en deux variables de degré total trois, tandis qu’une conique réelle plane
est, quant a elle, définie dans R? comme I’ensemble des zéros d’un polynéme en
deux variables de degré total deux, ce qui correspond aux sections planes d’un cone
de révolution (ellipse, hyperbole, parabole). Ces cubiques constituent la famille (&
un paramétre) {I'c}e, ot I : {(2+ ct)y? — 3 = 0} dans le plan R7,,.
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2.4.4. Les équations de Riccati. Introduites et étudiées par le mathémati-
cien italien Jacopo Francesco Riccati (1676-1754), ces équations (qui se raménent
aussi au cadre des équations linéaires, ce que réalisa Daniel Bernoulli en 1724) sont
de la forme (on est toujours dans le cadre p = 1) :

(2.26) Y = c(t) + b(t)y + alt)y?

et le probleme est posé dans I x R, I désignant 'intervalle ouvert de R sur lequel
les trois fonctions a, b, ¢ sont continues. Il n’existe pas de méthode de résolution par
quadrature pour un probleme de Cauchy relatif a cette équation non linéaire mais
on sait en achever la résolution pourvu que I'on dispose d’une solution particuliere
(I, ) (ne vérifiant pas a priori la condition initiale y(ty) = yo exigée). Le domaine
U sur lequel nous posons alors le probleme est

U:={(t,y) eI xR;y—¢(t) #0}.
Notons que, du fait du théoreme de Cauchy-Lipschitz, aucune autre courbe intégrale
de PEDO (2.26) ne peut rencontrer le graphe qui a été exclu de I x R pour produire
le nouvel espace des états U. Si (to,yo) € U, on cherche la solution maximale (J,y)
du probléme de Cauchy pour ’équation (2.26) avec donnée initiale y(tg) = yo en
prenant la fonction

1
zteJr— ————,
y(t) = (1)
soit y = 1/z + ¢(t). Ce changement de fonction nous ramene a la relation

= MOE20A0 ety 1 bp0) + alt)e?0)

Comme (I, ¢) est solution de (2.26), (J, z) est solution de

"= —a(t) — (b(t) + 2a(t)p(t))2
dans J. On est ramené a la résolution d’une équation linéaire d’ordre un, que ’on
résout (grace a la formule de Lagrange (2.22)), en z = (h(t) + ¢) exp(—g(t)) ou g
est une primitive sur J de b+ 2a¢p et h une primitive de —a exp(g) ; la constante ¢
est ajustée a la condition initiale z(¢y) = (yo — ¢(to))~!. On a finalement

exp(g(t))
) = —= 4 o(t).
(t) h(D) +c o(t)
On rencontre I’équation de Riccati en physique quantique, en relation avec I’équation
de Schrodinger, dans les équations des ondes ou de la chaleur, en commande op-
timale et méme en mathématiques financiéres a propos de modélisation des taux
d’intérét (cf. le célebre modéle de Black-Sholes). De nombreux problémes de géométrie

différentielle font surgir des équations du type Riccati.

EXEMPLE 2.5. L’équation (1 — t3)y’ = 1 + t?y — 2ty?, posée dans | — oo, 1[xR
ou ]1,+o0o[xR est bien de Riccati, et l'on constate que ¢(t) = ¢ est une solution
particuliere. En posant le probleme dans

U={(ty) eR*;t#1,t—y#0}
on voit que z = 1/y — t est solution de

g2t 32 B
1=t 137
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t2+c

£1¢ ol ¢ est ajustée & la condition initiale z(tg) = (yo —to) .

qui s’integre en z =
On trouve

1—t 1+ct

2+c t2+c¢’

la solution vivant tant que 1+ ct # 0. Les courbes intégrales suivent encore le tracé
de cubiques, prises cette fois dans la famille (toujours & un parametre) des cubiques
réelles planes du type I, = {(t,y) € R? ; (t> + ¢)y = 1 + ct}. On vérifie cette fois
que chacune de ces courbes (si ¢ # —1) est une cubique réguliere du plan, car les
deux dérivées partielles (par rapport a t et y) de (¢t,y) — (t> + c¢)y — 1 — ct ne
peuvent s’annuler simultanément en un point de la courbe fc; dans le cas ¢ = —1,
la courbe est union de la droite z = 1 et de I'hyperbole y(z + 1) = —1, mais seule
I’hyperbole est a prendre en compte comme courbe intégrale.

y=t+

2.5. Résolubilité d’une EDO par recherche d’une intégrale premiere
Supposons toujours que ’on soit dans le cadre p = 1. Transformer 'EDO

dy

dt

en la relation (formelle) dy — F(¢,y)dt n’a rien d’anodin, et l'on y voit surgir la

notion de 1-forme différentielle entrevue lorsque nous avons introduit le concept de

circulation d’un champ de vecteur (c¢f. la Définition 1.8), envisagé comme le calcul
de lintégrale (dite curviligne)

F(t,y)

/ (P(t,y)dt + Q(t,y)dy)

lorsque ~ est un chemin paramétré du plan. Résolution des équations différentielles
et étude des 1-formes différentielles sont, depuis le développement du calcul des va-
riations (et de l'analyse complexe) au XVIII® siecle, étroitement imbriquées. C’est
par le biais des formes différentielles que les équations différentielles quittent le ter-
ritoire de 'analyse pour pénétrer dans celui de la géométrie : feuilletages, tissus,
etc., sont autant de notions régies par une (ou plusieurs) équations différentielles
sous jacentes. Les noms de Nils Henryk Abel, Henri Poincaré, Gaston Darboux,
Sophus Lie, Paul Painlevé etc. sont profondément liés a cette relation intime entre
équations différentielles et formes différentielles. Nous nous contenterons ici d’ef-
fleurer ce point, car nous passons sous silence I'introduction a la notion de forme
différentielle.

2.5.1. Différentielles < totales ». Voici un résultat utile pour résoudre cer-
taines EDO du type

;o P(t,y)
Qt,y)’
une fois qu’on les a interprété formellement sous la forme :
P(t,y)dt — Q(t,y) dy = 0.
PROPOSITION 2.3. Soient U un ouvert de R?,

(ty) — P(ty), (Ly) — Qty)
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deux fonctions continues de U dans R telles qu’il existe une fonction V de classe
C' de U dans R telle que

ov ov

—(t,y) = P(t,y) et By —Q(t,y)  V(t,y)eU.

ot
Soit (to,yo) un point de U tel que Q(to,yo) # 0. Le graphe
D= {(t,y) eR*; t €I,y =y(t)}

de la solution mazimale (I,y) du probléme de Cauchy

P(t,y(t))
2.27 ") = =2
220 9= Q)
(posé dans Uouvert U \ {Q = 0}) est inclus dans la courbe définie par ’équation
cartésienne :

y(7o0) = Yo

Plus précisément, ce graphe est exactement toute la composante connexe contenant

(to,yo) de cette courbe.

DEMONSTRATION. Soit ¢t — y(t) cette solution maximale. On a

Ve L, /(05 (ty(o) + G u0) = GV ()] =o.

ce qui implique (de par le Théoréme fondamental de I’analyse, a savoir le Théoreme
1.6)
Vz e Ia V(ZL’,y(IL’)) = V(ZL’(),yo) .

Le graphe I' de y est donc bien inclus dans I’ensemble

{(tvy) € U’ V(tay) = V(toayO)}'
(]

2.5.2. Le cas particulier des EDO a variables séparées. Le cas des
équations différentielles dites a variables séparées est un cas important illustrant la
Proposition 2.3. Il correspond a la situation particuliere suivante.

PrROPOSITION 2.4. Soient I et J deux intervalles de R, v : I — R une
fonction continue et w : J — R une fonction localement lipschizienne (donc
continue). Soit (to,yo) un point de I x J. Si w(ye) = 0, la solution mazimale (I,y)
du probléeme de Cauchy

(2.28) y'(t) =vt)wly) ;  y(xo) = o

est la fonction constante x € I — yo. Si w(yo) # 0 et si Jy, désigne le plus
grand intervalle ouvert contenant yo sur lequel w ne s’annule pas, le graphe de
la solution mazimale (Jo, Bl,y) du probléme de Cauchy (2.28) est la composante
connexe contenant (xg,yo) de la courbe

{(t,y) EIXJyO;/tyujd(Z)—/ttU(T)dT}.

0 0
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FIGURE 2.4. Graphes des solutions maximales de [’équation
y'(t) =t(y*(t) — 1)

DEMONSTRATION. En ce qui concerne le premier cas (w(yg) = 0)), on constate
que t € I —> yo est solution du probleme de Cauchy (2.28); c’est donc la solution
maximale de ce probleme. Concernant le second cas, on constate que le graphe de
la solution maximale (Ja, B[, y) se doit de rester < piégé > dans la bande horizontale
I'xJy,, toujours a cause de la clause d’unicité dans le théoreme de Cauchy-Lipschitz.
En effet, si un tel graphe tentait en un point (¢1, u) de s’échapper de cette bande, on
aurait w(u) = 0 et, par conséquent, se présenteraient au point (¢1,u) deux graphes
de solutions maximales (celui de la fonction ¢ € I — u et celui de notre solution),
ce qui contredirait la clause d’unicité. Dans I x Jy,, on observe que

d Y du t
w(z)—v(t)dt:dt,y{/yo ’LU(’LL)_/tOU(T)dT}

L’assertion de la proposition résulte d’une simple application de la Proposition
2.3. ]

EXEMPLE 2.6. Considérons ’équation différentielle y' = t(y* — 1) dans R x R.
Siyp # +1 et to € R, la solution maximale (Ja, 8], y) est la composante connexe
(contenant (tg,yo)) de la courbe d’équation

(y—Dyo+1) = (y+1)(yo — 1) exp(t* — 1),

car la forme & variables séparées que fait apparaitre cette équation est

d 1/ d d
- ftdt:f(iyfiy)ftdt.
y?—1 2\y—-1 y+1
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Sic= 52:& e’f”g, cette courbe est le graphe de la fonction

1+ cet’
fc Ztl—)m,

au-dessus du plus grand intervalle |a, 5] contenant ¢y sur lequel cette fonction f,.
est définie. Si ¢ €]0, 1], on a Ja, B[= R; si ¢ €]0, 1], ¢’est-a-dire

], B[ est celui des trois intervalles

} —oo,—\/Tgc[J —\/Tgc,\/Tgc[,} —10gc,+oo[

qui contient 4. Les divers graphes de solutions maximales possibles sont représentés
sur la figure 2.4.

2.6. Systémes autonomes ; le concept d’équilibre stable ou instable

Une EDOY' = F(t,Y) (avec F' : U C R x RP — RP localement lipschitzienne
par rapport a Y') est qualifiée d’autonome lorsque U est de la forme R x V', ou V'
est un ouvert de RP, et F : R x V' — RP est une fonction ne dépendant que de V,
i.e. de la forme (t,Y) € R x V — F(Y). Un tel systeme se présente alors sous la
forme Y/ = F(Y).

EXEMPLE 2.7 (les modeles < proie-prédateur »). Un modele classique de sys-
teme autonome (dit de Lotka-Volterra®) est le modele de systéme d’évolution
suivant : a, b, ¢, d désignant 4 parametres réels strictement positifs, on considere le
systeme différentiel

2(t) = a(t)(a—by(t)
(2.29) y(t) = y®)(—c+dy(t)).

L’interprétation correspondant a ce modele est la suivante : deux types de popu-
lation cohabitent. La premiere (dont I’évolution est matérialisée en termes de pro-
portion par x est leffectif des proies) se développe exponentiellement en exp(at);
la seconde (effectif des prédateurs, matérialisée en termes de proportion par y)
s’éteint exponentiellement en exp(—ct) ; le facteur b s’interprete comme la pression
de prédation, le facteur d comme 1’accessibilité des proies.

Les modeles plus réalistes sont les modeles perturbés®, olt I'on suppose que le
taux de croissance x des proies diminue lorsque la population augmente (du fait
de contraintes environnementales ou de subsistance par exemple). Le modele du
systeme d’évolution est alors

’
a'(t) = x(t)(a — ex(t) —by(t))
’
y'(t) = y()(—c+du(t)),
ou € est un cinquieme parametre (voir [Vial] pour plus de détails).
5. Le mathématicien et statisticien autrichien Alfred James Lotka (1880-1949) et le
mathématicien et physicien italien Vito Volterra (1860-1940) Iintroduisirent vers 1925, ouvrant

la voie a la dynamique des populations.
6. Ce sont les modeles auxquels renvoient le plus fréquemment les mathématiciens du vivant.
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Lorsque l'on a affaire & un systéme autonome Y’ = F(t,Y) avec comme espace
des états Rx V, V C RP, F : V — RP, I'étude et le tracé des trajectoires (qui
se fait plutot cette fois dans l'espace des RY plutot que dans Pespace Rf}l) se
trouve éclairé par I’étude préliminaire des trajectoires dites stationnaires , a sa-
voir la recherche des points Yy de V tels que F(Yp) = 0. La solution ¢ — Y (t)
de TEDO Y’ = F(t,Y) assujettie & la condition initiale Y (¢y) = Y reste alors
< stationner > sur le point Yj.

EXEMPLE 2.8 (exemple proie-prédateur). Pour le systéme autonome (2.30),
il est aisé de trouver les trajectoires stationnaires. Ce sont les points (0,0) et
(¢/d,a/b). Ces deux points (dits aussi d’équilibre) sont de nature différente :
— si lon perturbe lorigine en initiant la trajectoire en un point voisin (zg, yo),
on constate que la nouvelle trajectoire initiée en (xg, yo) s’éloigne de 'origine
(on dit que l'origine est un point d’équilibre instable) ; cela tient au fait que
le systeme dit linéarisé (on laisse tomber les termes du second ordre), qui est
dans le cas

2/ (t) = ax(t)
y'(t) = —cy(t)
présente deux valeurs propres de signe opposé.

— par contre, au voisinage de l'autre point stationnaire, le systeme linéarisé se
présente sous la forme

¥ () = 2501
(1) = )

ou (Z,9) = (z,y)—(c¢/d,a/b) ; sil'on perturbe le point (¢/d, a/b) en initiant la

trajectoire en un point voisin, la nouvelle trajectoire reste une orbite autour

du point (¢/d,a/b); on dit que (¢/d,a/b) est un point d’équilibre stable.
Les notions d’instabilité et de stabilité pour les équilibres (que nous effleurons a 'oc-
casion de cet exemple) sont fondamentales dans les questions relevant de ’analyse
qualitative des systémes différentiels autonomes (plus généralement des équations
différentielles Y'(t) = F(t,Y(t)), autonomes ou non). Au voisinage d’un point
d’équilibre stable, ’étude d’un systéme autonome de type (2.29) peut étre ap-
prochée par celle du systeme linéaire autonome obtenu en remplacant F' par son
polynéme de Taylor a l'ordre 1 en Y au point d’équilibre (o, 8). Ceci résulte d’'un
théoréeme majeur dans I'étude des systémes dynamiques, le théoréeme de Lyapu-
nov. C’est aussi par ce biais que 'on peut constater quun point d’équilibre (tel
(0,0) pour le systeme (2.29)) est instable : les valeurs propres de la matrice (2,2)
du systeme linéarisé sont ici deux nombres réels non nuls de signe opposés, ce qui
correspond & une configuration de point-selle et donc & une situation d’équilibre
instable (certaines trajectoires sont attirées, d’autres sont repoussées). Sur la figure
2.5, on a illustré ces diverses remarques avec le tracé de quelques trajectoires.
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ANNEXE A

Exercices proposés en TD (2011-2012)

I. Exercices en relation avec le chapitre 1.

Rappel théorique (définition de I'intégrale de Riemann ). Soient
— un intervalle [a, b] fermé et borné;
— une fonction f : [a,b] = R;
— une subdivision A de lintervalle [a,b] : a = xg < 21 < ... < Zp_1 < T, = b,
le diametre de la subdivision A étant défini par

diam A = ||Al| = gl?)fl(xl —Ti_1);

— un systeme de n points intermédiaires z;_1 < &; < x;.
On définit la somme de Riemann associée a la subdivision A et aux points
(§i)i=1,n par :

n

o(f,8,8) =D f&) (@i —wi).

i=1
On dit que la fonction f est Riemann intégrable sur [a, b] si et seulement si il existe

une valeur Iy telle que : pour tout € > 0, il existe d. > 0 de sorte que, pour toute
division A avec [|A]| < 4,

|O-(faAa€i) - Ifl <e.
Dans ce cas, on note f; f(z)dz = Iy et on 'appelle I'intégrale de Riemann de f sur
[a, b].
EXERCICE 1 (intégrale et sommes de Riemann).

(1) Donner une interprétation géométrique des sommes de Riemann et de
I'intégrale de Riemann.

(2) Calculer avec la définition f: t" dt.

EXERCICE 2 (intégrale et sommes de Riemann). En utilisant les sommes de
Riemann pour une fonction convenable a choisir, trouver les limites

: 1 1 1
- Jm (n+1 tast 2n>

. 1 1 1
B HILH;O (\/4n212 + V4n2 22 ot \/4n2n2)'

EXERCICE 3 (intégrale et sommes de Riemann).

1. Voir aussi le cours d’Analyse 1 [anall], chapitre 3.

7
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(1) Soit > 0. Montrer que la limite suivante existe :
n—1

lim — en.
n—+oo n —

(2) En déduire que fow etdt = e® — 1 pour > 0 quelconque.

EXERCICE 4 (intégrale et sommes de Riemann).

(1) Etablir les égalités suivantes, ott 2 € R et n > 0 est un entier :

L T, . ,pT 1 T 2n+1

pgl Sin (%) S1n (;) = 5 (COS <%) — COS ( Zn ./,C))

n . €T px _ } s . 2n+1
;sm (%) cos (Z) = 5 (_Sm(2n) + sin ( 5 x)) )

(2) Utiliser ces résultats pour établir pour x > 0 quelconque :
xr xr
/ sin(t)dt = 1 — cosz, / cos(t) dt = sin .
0 0
EXERCICE 5 (intégration de fonctions continues). Montrer que toute fonction
continue f : [a,b] — R est Riemann intégrable sur [a, b].

EXERCICE 6 (une fonction qui n’est pas Riemann-intégrable). Soit f la fonction
de [0, 1] dans R, définie par f(z) = 1 pour tout « € [0,1]NQ et f(z) = 0 sinon. Mon-
trer que f n’est pas Riemann-intégrable sur [0,1] (U'intégrale de Lebesgue corrige
en fait ce défaut, car f est Lebesgue intégrable et f: ft)dt =0).

EXERCICE 7 (lemme de Riemann-Lebesgue).

(1) Pour f € C'([a,b]), démontrer que lim,,_,~ f: f(t) sin(nt) dt = 0.
(2) Démontrer le méme résultat pour une fonction f continue sur [a, b].

EXERCICE 8 (formule de Leibniz-Newton). Soit f : [a,b] — R une fonction
que l’on suppose Riemann-intégrable sur [a, b]. On suppose aussi qu’elle admet une
primitive F' : [a,b] — R (F continue sur [a, b], dérivable sur ]a,b[ et F'(z) = f(x)
pour tout x €]a, b[). En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer que

b
/ ft)dt = F(b) — F(a).

EXERCICE 9 (calcul de primitives). Calculer les primitives suivantes (fonctions
de la borne supérieure de l'intégrale de Riemann) dans leur domaine de définition :

Tt Tttt 41 ’ 1
/1+t2dt’ / -1 /(t—l)(t—2)(t—3)dt’
z 2t +1 z 1 ® 1
[ aveseo® e | e
v t v t2+2 ¥ 1+ sin(t)
/(t2+1)(t—1)dt’ /(t+1)3(t—2)dt’ /1+cos(t)dt’

@ 2t t
+
/ 3t 6 2t ) t dt.
e e et +1
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EXERCICE 10 (calcul de primitives). Calculer les primitives suivantes (fonctions
de la borne supérieure de I'intégrale de Riemann) dans leur domaine de définition :

xT 1 x t7 xT 1
SR — S —— _dt (aeR").
/ t(1+1n(t))? / (1+4)2 / prazdt ek

La fonction In désigne ici (comme log) le logarithme népérien).

EXERCICE 11 (calcul d’intégrales ou de primitives). Calculer les intégrales
définies ou les primitives suivantes (fonctions de la borne supérieure de l'intégrale
de Riemann) :

/ " sint)| cos(t) dr, / Cne) dt,

—T

/t“log(t)dt, /e‘”t?’dt (a €R)
2m

/ " sin(n(t) dt, (x > 0) / 7 cos(2t) sin(3t) dr, / cos(4t) cos(3t) dt,

0 0

/(J%(Sin(t))ﬁdtv /:W(COS(t))‘r’dt’ / “entaal)

/8 T
/ (t* 4+ 7t — 5) cos(2t) dt, / e’ cos(t) dt.
0

La fonction In désigne ici (comme log) le logarithme népérien).

EXERCICE 12 (calcul de primitives). Calculer les primitives suivantes (fonctions
de la borne supérieure de I'intégrale de Riemann) dans leur domaine de définition :

/xt2 dt /w sin(é) COS(E)dt /I _ dt
2+1 7 2 27 1+ tanh(t)
x 1‘1

/ (1 + 5 dt, / #dt,

/cos(2t)(s1n(2t)) dt, / (cos(0))2 dt, / S0 (cos(D))? dt.

EXERCICE 13 (calcul de primitives).

(1) Soit f(t) = % Déterminer la primitive de f qui s’annule en x = 2.

(2) Méme question pour x = —2.

EXERCICE 14 (théoremes de convergence monotone ou dominée (TCM et TCD)
en une variable).

(1) Soit, pour tout n € N*, g,, une fonction définie sur ]0, 1] par les relations

1 1
gn(2) znpouer}O,E}, gn () :0pourx6]ﬁ,1}.

Pour tout = €]0, 1], posons g(x) = lim,,—oo gn(x). Calculer g. La conver-
gence est-elle simple ? monotone ? uniforme ?

(2) Calculer
1

1
lim [ gn(t)dt, /g(t)dt.
0

n—roo 0

Le TCD est-il applicable dans cette situation ? Justifiez votre réponse.
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(3) Soit f € C([0,1],R). Démontrer que
1
iim [ f@)gn (0t = £0)

EXERCICE 15 (théorémes de convergence monotone ou dominée (TCM et TCD)
en une variable).

(1) Soit 0 << 1et

ful) = x1,(2) - — pour & €]0,1],

ou s est la fonction indicatrice de lintervalle I et I,, = [1/(n + 1),1/n].

Calculer
1

lim fn(t)dt.

n—oo 0
Le TCD est-il applicable dans cette situation ?

(2) Mémes questions pour o = 1.

EXERCICE 16 (calculs d’aires de domaines plans).

(1) Calculer les aires des régions planes ainsi décrites :
{(é&y); 0<uz, w§y§m+1,y§2} {(:&y); 0<uz, x3§y§w2}
{@y:a?<y<a® y<s) {@y:0<y ? 421
(2) Calculer les aires de régions planes bornées ayant leur frontiere sur les
courbes suivantes :
dy=2a?—-drouz=y+3; y*=10z+50uy?=9—6z.

EXERCICE 17 (calculs de volumes de régions bornées dans R?). Calculer les
volumes des régions bornées dont les frontiéres sont incluses dans les surfaces sui-
vantes :

{y=2U{y=13U{z=0}U{z=0"+¢°}

({|x—|—y| <7n/2}n{lz—y| < 7r/2}) N ({z =0tU{z= cosmcosy})

{mr <22+yP<(n+ 1)7r} N ({z =0} U{z =sin(z? + yQ)}) (neN)
{t4+y+z=a}U{dz+y=atU{dx+3y=3a}U{y=0}U{z=0} (a>0)
{*+y* =R}U{r+ty+z=alU{z+y+z=—a} (R>0,a>0).
EXERCICE 18 (sommes de Riemann pour les intégrales doubles). Soient a,b > 0,

X =1[0,a] x [0,b], et la partition (X;;); j=o,...,.n—1 de X donnée par

i (01 ;’[ﬂ’, 0]

Xij:|:n7 n

n n
Soient (&;;)i,j=0,... n—1 les centres des X;;. Calculer les sommes de Riemann

D F (&) vola(Xy)

,J
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et leur limite (lorsque n tend vers I'infini)

/ /X f(a, ) dedy

dans les situations suivantes (z = (z1, 2)) :

fx) = pr+qy V(z,y)eX (p,qeR);
fl) = zy V(v,y) € X;
flx) = €tV VY(x,y) € X.

EXERCICE 19 (calcul d’intégrales triples). Calculer les intégrales suivantes :
(1)
L = // (z+y)e e ¥dady, ou D = {(z,y) € R*; 2,y >0,z +y <1}
D
(2)

122// (22 4 y?) dxdy, ole:{(x,y) e R?; 2% +y% < x, 2% + ¢/ >y}
D

(3)
132// — Y dzdy ou D = {(z,y) €[0,1%; 2> + y* > 1}
D1+1'2+y2 ) ) b b -
(4)

1 T 1
L= || ————dady, u D=1[0,%] x [0, =
4 //Dycos(x)—i—l ray, ou [aQ]X[ ﬂ2]

(5)

= /// zdrdydz, on D = {(z,y,2) € R")*; y” +2 < 1,2” + 2 < 1}
D

(6)

2 2
16:// xy dxdy, 01‘1D:{(x,y)EIR?;fr,y>0,x2—Fg2 <1}
D a
avec a,b > 0.

EXERCICE 20 (calcul d’intégrales doubles par changement de variables, extrait

du DM 1). Considérons :
// f(@,y) dedy,
A

ott f(x,y) = (1+z+y) 2 et la région A est délimitée par les trois droites x = 2y,
y=2zx,x+y=06.

(1) Faire le dessin de la région A et la paramétrer.
(2) Calculer l'intégrale en question.

EXERCICE 21 (calcul d’intégrales doubles par changement de variables, extrait
du DM 1).
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(1) En passant aux coordonnées polaires, calculer

// x dxdy,
A

ot A= {(z,9); 2x <22 +y? <6x, y <z}

(2) En passant aux coordonnées cylindriques , calculer

2,2
_rry dzdydz,
B /2?2 +y?+ 22

ou B ={(z,y,2); /a? +y?> < z < a}, avec a > 0.

EXERCICE 22 (théorémes de Fubini-Tonnelli et Fubini). Changer 'ordre d’inté-
gration dans l'intégrale

/Gf(fﬂ,y)dwdy:/ /fwy dx dy—/ /ffcy dy ) d

(intégrée d’abord en z, puis en y) lorsque la frontiere du domaine borné G est
décrite par les relations :

y=xoux+y=2
r=0o0uzx=—\youzr=—/2—y
y=0ouz=,yous+y==~6

x =0 ou (x:siny ou x = cosy, avecye[O,ﬂ/2])
r=0ouz=1ouz=9y%ouy=e".

EXERCICE 23 (théorémes de Fubini-Tonnelli et Fubini, extrait du DM 1). Soit :

/Ow ( /:Sin(x) f(.y) dy) de.

(1) Faire le dessin de la région d’intégration.

(2) Changer lordre d’intégration dans l'intégrale.

EXERCICE 24 (théorémes de Fubini-Tonnelli et Fubini). Représenter et calculer
le volume du domaine :

{(x,y,z) eER3; —1<z2<1,22+4° §22+1}.

EXERCICE 25 (calcul d’intégrales doubles wvia Fubini ou changement de va-
riables). Calculer les intégrales suivantes :

. dx dy
//[0 2 (@ +y+ (z+y+1)?
//D(O’l)(:v2 + y?) dedy
3)

// Va2 +y?dedy, ou D = {(x,y); x>0, y>0, 2°+y°—2y >0, 2°+y°~1 < 0}
D

(2)
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//D JEGdzdy, ot D = {(z,9); (2% +y*)? < wy}.

EXERCICE 26 (calculs d’aire). Soient a,b > 0. Calculer l'aire de ’ellipse pleine
22 g2
E={G+E=1]

de deux maniéres différentes (I’aire d’'un domaine plan D valant [ [, dz dy).

EXERCICE 27 (calcul d’intégrales multiples et théorémes de convergence). Soit,
pour n € N*, les sous-ensembles du plan X,, = [0,7]%, V;, = X,,11 \ X,,. Montrer

que
nhﬁn;o//y flz,y)dedy =0

lorsque '

flay) = @) (0> )

_ Yy

f(xay) - (x+y)4

flay) = (A+ay™

flwy) = el

EXERCICE 28 (intégrales sur des surfaces, calculs de flux, extrait du DM 2).
Faire le dessin des surfaces d’intégration et calculer les intégrales de surface sui-
vantes :

(1)

//S xyzdS = //S zyz dlvols g], //S xyzdS = //S |zy| z d[vols, ]

lorsque S = {(x,y,2); 2 =22 + 4%, 0< 2 < 1}
(2) le flux

P = // (yz dydz 4+ zx dzdx + xy dxdy)
S

du champ de vecteurs (z,y,z2) — (yz,xz,2y) au travers de la surface
S ={(z,y,2); x,y,2 >0, x+y+ 2z = 1}, lorsque le vecteur normal & S
est celui qui pointe vers les z > 0.

EXERCICE 29 (intégrales sur des surfaces, calculs de flux, extrait du DM 2).
Soit
Q={(z,y,2); 2 +y> <r?, 0< 2 <1} (r>0)
et la surface S = 57 U .Sy N S3, ou S7 désigne la paroi latérale de €2, et S5, S3 les
faces respectivement supérieure et inférieure.

(1) Dessiner 2 et les trois portions de surface Sp, Sa, Ss.

(2) Calculer le flux du champ de vecteurs (z,y,2) — (x + y,y + 2,2 + ) au
travers des surfaces Sy, Sa, S3, le vecteur normal a ces surfaces étant celui
qui pointe vers I'extérieur de 2. Calculer le flux du champ au travers de
la surface S, le vecteur normal a chaque portion de surface S; étant celui
qui pointe vers I'extérieur de Q.
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(3) Enoncer la formule de Green-Ostrogradski. L’appliquer pour retrouver la
valeur du flux calculé a la question 2.

II. Exercices en relation avec le chapitre 2.

EXERCICE 30 (EDO a variables séparées).
(1) Résoudre les quatre équations différentielles suivantes par la méthode de
séparation de variables :
tan(z) (sin(y))? dz + (cos(z))? cot(y) dy = 0
vy —y=19> axyy =1-—22 y'tan(z) =y.

(2) Trouver les solutions des équations différentielles suivantes, satisfaisant les
connditions initiales imposées :

(1+e")yy =e*, avec y(0) =1
(zy® +2)dr + (2%y —y)dy = 0, avec y(0) =1
y' sin(x) = cos(y), avec y(n/4) = 1.
EXERCICE 31 (EDO se ramenant & des EDO & variables séparées). Ramener

les trois équations différentielles ci-dessous a des équations différentielles a variables
séparées grace a un changement de variables, puis les résoudre.

v =(@@+y)? ¥ =@Bz+2y+1)>
(22 +3y — 1)dx + (4= + 6y — 5) dy = 0.

EXERCICE 32 (EDO homogenes (d’ordre 1)).

(1) Résoudre les quatre équations différentielles homogenes (d’ordre un) sui-
vantes par le changement de variables y = zu (ou bien & = yu) :

y’:ey/“‘#—g y/:g_l
x x
(x —y)yde — 2% dy =0 y':—xl_y.

(2) Paramétriser les courbes intégrales de ’équation différentielle :
(22 +y?) dr — 2y dy = 0.
Expliciter la trajectoire passant par le point (4,0), puis celle passant par
le point (1,1).
EXERCICE 33 (EDO linéaires du premier ordre ou s’y ramenant).
(1) Trouver les solutions générales des équations différentielles linéaires sui-
vantes :
Yy —y=¢e", ¢ =ytan(z) + cos(x),
y+2y=z, y -y/r=z, xy —2y=32"
y +2y/x =23 3y —ycot(zx) = sin(x),
e +1)y =4 +2y, 3 —xy/(2®>+1) ==
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(2) Trouver les solutions des 1'équations différentielles suivantes, satisfaisant
les conditions initiales imposées :

zy +y—e® =0, avec y(a) =b (a,b €R)
Yy —(1—2%)y—1—x=0, avec y(0) =0
y' —ytan(z) = 1/ cos(z), avec y(0) =1
a2y — 2z y= -3, avec y(—1) =1
(1+2%)y —2zy = 4z, avec y(1) =0
y' — ytan(z) = cos(x), avec y(1) = 2.
(3) Résoudre les trois équations différentielles de Bernoulli suivantes :
y' = % y+z\y
v +y/e=—xy?
2eyy —y* 4+ =0.
EXERCICE 34 (EDO linéaires du premier ordre ou s’y ramenant, extrait du DM
2).
(1) Trouver la solution générale des équations différentielles suivantes :
y' —ytan(z) = cos(z), ¥ +y=uzy.
(2) Résoudre les problemes de Cauchy suivants :
(1+23)y —2zy=1+22  y(1)=0
zy —2y = at, y(0) = 1.
EXERCICE 35 (recherche de relations intégrales). Trouver les relations intégrales
(i.e. les intégrales premiere) pour les équations différentielles suivantes :
(z+y)de+ (r+2y)dy=0
(2% + % +22) da 4 2z ydy = 0
(2% — 3z y? +2)dx — (32%y —y*)dy = 0.






ANNEXE B
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Durée 1 heure 30. Polycopié de cours autorisé (o lexception de tout autre document)

Exercice 1.

Pour les intégrales données ci-dessous, dessiner le domaine d’intégration dans R?
(la fonction f est chaque une fonction continue dans ce domaine). Reécrire ces
intégrales doubles en changeant ’ordre d’intégration des variables :

/Oga (/:)a_m F(z,y) dy) dr (ot a>0),

//f:vydydx / / fxydy

Pour la premiere intégrale, le domaine d’intégration est représenté sur la figure
B.1. L’interversion des variables d’intégration se lit sur cette figure et donne donc :

/OQG([aawf(x,y)dy) dr = /aa(/oeraf(x,y)dx) dy
+/ja (/:a_yf(ﬂc,y) dz) dy.

Pour la seconde intégrale, le domaine d’intégration est représenté sur la figure B.2.

FiGUuRE B.1. Exercice 1, premiere intégrale

87
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FiGUrE B.3. Exercice 1, troisieme intégrale

L’interversion des variables d’intégration se lit sur cette figure et donne donc :

/01(/\/;f(x,y)dy) dr — /11(/y:f(x7y)dx> dy

2/01 (/y:f(:c,y)dx) dy.

Pour la troisieme intégrale, le domaine d’intégration est représenté sur la figure
B.3. L’interversion des variables d’intégration se lit sur cette figure et donne donc :

/14</$ff(x,y)dy>dx - /_11(/1y+2f(a:,y)dx)dy
—|—/12 (/;Hf(m,y)dx) dy.

Exercice 2. Soit G le domaine de R? défini par :
Gi={(z,9,2) €ER*;2>0, y>0, 2>0, 1 <a? + 4 +2° <4}

a) Représenter ce domaine G sur une figure.

1l s’agit du secteur de la sphere pleine de rayon 2 situé dans le domaine ¢ € [0, /2]
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4

p . B(00)2)
/B0

F1cuRE B.4. Exercice 2 a), le domaine G

(longitude), 8 € [0, /2] (colatitude), auquel on a retiré le secteur de la spheére pleine
de rayon 1 située dans le méme octant. Ce domaine a été représenté sur la figure
B.4.

b) En wutilisant un changement de variables approprié, calculer Uintégrale triple

suivante :
/// Va2 +y?dedydz.
G

On effectue le changement de variables en coordonnées sphériques, p désignant la
distance & lorigine, ¢ (longitude depuis le plan méridien {y = 0}) et 6 (colatitude
mesurée depuis le pole nord (0,0,1)) désignant les deux angles d’Euler. On a les
formules :

x = psinfcosp, y = psinfsiny, z = p cosh.
Le module du jacobien du changement de variables
(p,0,¢) — (psinfcos p, psin @ sin p, p cos )

vaut p?sind. Le domaine d’intégration en coordonnées sphériques est :

{(p,@,(p); 1<p<2 0e0.7/2], e [0,77/2}}.

L’intégrale a calculer vaut donc :

T A R
G p€(1,2] JO€[0,m/2] J p€[0,m/2]

On utilise ensuite le théoréme de Fubini :

2 /2 ©/2
I = /p3dpx/ sin20d0></ dyp
1 0 0

Exercice 3.
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On consideére le secteur conique fermé :
C:= {(a:,y,z) eR3: 22 +92 <2 0<2< 4}.
a) Que vaut le demi-angle d’ouverture o de ce secteur conique ?
Ce demi-angle o a pour tangente 1; on a donc o = /4.
b) Ezprimer le paramétrage de la surface
Y= {(w,y,z) ER3; 22 +9%2 =22 0<2 §4}
en fonction des deux paramétres que sont la longitude ¢ (calculée avec comme plan
méridien de référence le plan xOz) et la distance p du point courant a lorigine.
Sur cette surface, la colatitude @ est constante et vaut /4. On a :

p COS @ psinp
, z=pcosh = —.
V3 V2 g V2

Le parametre p varie dans [0,41/2], tandis que le parametre ¢ varie dans [0, 27].
On a ainsi le paramétrage

(90’/0) € [OaQﬂ—] X [0,4\[2] — (T((p,p) €.

P

= psinfcosp = , y=psinfsinp =

c) On considére le champ de vecteurs :

F(w,y,2) = (52 + 9,0, 2).
Calculer (comme une intégrale de surface) le flux sortant de ce champ de vecteurs
au travers du bord du secteur conique C, c’est-a-dire l'intégrale de surface :

// <F:(xﬂy>z)ﬂﬁext<x7yyz)>d08C($7y7Z)7
oC

ou OC désigne le bord du secteur conique fermé C, osc la mesure de surface sur ce
bord, Text(2,y, 2) le vecteur normal unitaire pointant vers 'extérieur de C' au point
courant (x,y,z) du bord de ce secteur fermé.

Le bord du secteur conique C se compose de deux parties : la surface ¥ corres-
pondant au disque de rayon 4 de centre (0,0,4) situé dans le plan {z = 4}, et la
surface ¥ introduite au b).

La normale extérieure unitaire a la surface g et pointant vers l'extérieur de C
est le vecteur (0,0,1). De plus, comme ¥ est un disque dans le plan horizontal
paramétré par (z,y) — (z,y,4), la contribution de cette surface ¥y au flux sortant
est :

0
F(z,y,4), |0 dxdy:4// drdy = 64 7.
//\/x2+y2§4 < ( ) 1 > Va?ty?<4

Soit
(2, p) = a(p,p)
le paramétrage de ¥ donné au b). On a

oo o0 1 (A () (e
— N == Sin = - 1
25"\ ap 3 poso 1@ 5 p_pw

Comme la derniere coordonnée (suivant la direction verticale) est négative, ce vec-
teur est bien dirigé comme l’est la normale extérieure au secteur conique C' au point
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courant o(ip, p) de la surface ¥. La contribution de la surface ¥ au flux sortant du
champ de vecteurs F' est donc :

pCcos

1 = .
5/ / <F(0(w,p)), psinp >dsodp=
»€[0,27] J p€[0,4V/2] —p
1
= f/ / p2(5coszg0—|—sin<pcosg0—1)d<pdp
2 Jyeio,2n) Jpef0,ava)
1 3 4\/5 27
= 27\/5[%}0 X/o (5cos? ¢ 4 sinpcosp — 1) dp
64 5
- §><27r(§—1) — 647

En ajoutant les contributions des deux portions surfaces X et X, on trouve que le
flux sortant du champ de vecteurs F' au travers du bord de C vaut 647 + 647 =
128 7.

d) A quelle intégrale volumique ce flux est-il égal ¢ Calculer cette intégrale volu-
mique et retrouver de cette maniére le résultat de la question ¢) [on rappelle que le
volume d’un secteur conique de révolution est égal & hA/3, ou A désigne laire de
la base et h la hauteur].

Ce flux sortant est égal, d’apres la formule de Green-Ostrogradski, a I'intégrale vo-
lumique de la divergence du champ F' dans le secteur conique C. Or cette divergence
est ici constante, égale :

0 0 0
L’intégrale volumique correspondant au flux calculé au c¢) vaut donc
4x1
/// 6 dedydz = 6vols(C) = 6 x XTM — 1287
c

On retrouve bien le résultat établi & la question c).

Exercice 4.

On considére la courbe plane I' d’équation x® + y> — 3zy = 0.

a) Déterminer, si t désigne un paramétre strictement positif, 'unique point d’in-
tersection différent de (0,0) de la courbe I' avec la droite d’équation y = tx.

En cherchant I'intersection de la courbe I' avec la droite d’équation y =tz (¢ > 0),
on trouve que ’abscisse du point d’intersection vérifie

23(1+1%) — 3tz = 0.

Si l'on suppose = # 0 (on cherche en effet le point d’intersection différent de (0,0)),
on trouve

3t 3t2
T = T3 y=1tr = 1+7t3
b) Montrer que le chemin paraméiré
3t 3t2
v :t€|0,+oo[— <1+7t3’1+7t3)

ne passe pas par deux fois le méme point. Que se passe-t-il lorsque t tend vers +oo ?
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Si (1‘(t1),y(t1)) = (z(tg),y(tQ)) avec t1 > 0 et to > O, on a y(tl)/ZE(tl) =1t =
y(ta2)/x(t2) = to. Lapplication

3t 3t2
T TTA)
est donc injective, ce qui implique que la courbe paramétrée sur [0,c0[ comme
indiqué ne passe pas deux fois par le méme point (car l'origine correspond a la
seule valeur ¢ = 0 du parametre). Lorsque ¢ tend vers 400, le point de coordonnées

( 3t 3t2 )
1+t3"1+1¢3

KNMH<

tend vers (0, 0).

c) Calculer Uintégrale curviligne

1
5 / (zdy — ydz)
2 vy

aprés avoir remarqué que xdy—ydx = z2dt siy(t) = tx(t). En déduire la surface de
la boucle de la courbe T' qui se trouve enserrée par le lacet v([0,+00]) fon pensera
a appliquer ici, aprés Uavoir rappelé, la formule de Green-Riemann].

L’intégrale curviligne vaut

+o0o T / _ ' 400
}/O (t)y (t) y(t> (t) I'Q(t)dt _ 1‘/0 (y/x)’(t)xQ(t) dt

2 22(t) 2
1 [tee
= 5/ 22(t) dt,
0
avec : 9
3t 3t
t) = =tz(t) =
z(t) 1+t37y() z(t) T

En reportant, on trouve :

1 1 [T 92
- dy —ydz) = = 4t
2/7(”5 y —ydr) 2/0 1+ 3)2

_ 3/+°° du___3
2/ (T+w)? 2

Comme la courbe paramétrée v : ¢ € [0, +oo[— (x(t),
vement et que

[,;er§
1+wulo 2
y

(t)) est paramétrée injecti-

Aim (2(t),y(1)) = (0,0) = (2(0), 5(0)),

cette courbe se prolonge & [0, +00] un en lacet enserrant un domaine fermé. D’apres
la formule de Green-Riemann (que l'on applique ici en prenant P(x,y) = —v,
Q(z,y) = z et K désignant le domaine enserré), on obtient, en remarquant que le
paramétrage de  correspond & un parcours dans le sens trigomométrique (la pente
t de la droite y = tx augmente en effet lorsque ¢ croit) :

1 B oQ oOP B
QAxdy—ydx—//I( <% 87y) dzxdy = voly(K).

L’aire de K vaut donc 3/2.
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Exercice 1.

Soient a,b,c,d quatre nombres strictement positifs tels que a < b et ¢ < d. En
utilisant un changement de variable approprié, calculer la surface du domaine plan
défini par :

D :={(z,y) €]0, +oo[*; az® <y < b2?, c¢/x <y < d/z}.

Soit le changement de variables consistant & poser u = y/x? et * = zy (dans
louvert U := {z > 0,y > 0} du plan R?). Ce changement de variables réalise une
bijection de U dans lui méme qui est en fait un C'-difféomorphisme de U dans U.
L’application inverse est donnée par :

= (E)l/?’ S VEIRVE . y= /323
u
Le calcul du jacobien D(z,y)/D(u,v) donne :

D(%y) _ 1/3u—4/3 1/3 1/3u_1/3 v—2/3 3 1

D(u,v) = J(u,v) = 1/3u~ 2/3 4,2/3 2/3u1/3071/3 :_9711:_37[

En utilisant la formule de changement de variables dans les intégrales (formule
(1.58) , Théoréme 1.3 du cours), on trouve *

1
Aire(D // dedy = = // dudv _ 1 (d—c¢) In(b/a)
[ab]x[e,d] U 3

si Pon utilise également le théoréme de Fubini-Tonelli (Théoreme 1.4 du cours).

Exercice 2.
Soit
Ag:={(z,9,2); >0, y>0, 220, s +y+2z<1}.

/// _ dzdydz
ny Lz +yt 23

1. On utilise ici la notation In pour le logarithme népérien (on aurait pu tout autant utiliser
la notation log).

Calculer Uintégrale

93



94 C. ANNALES 2011-2012, TEXTE ET CORRIGE DE L’EXAMEN DE SESSION 1

Le domaine d’intégration Agz est aussi défini par les conditions :
0<z<l, z<z+y<l, z+y<zx+y+z<1
On peut effectuer le changement de variables consistant & poser :
u=x, v=x+y, w=Tr+y-+=z

Ce changement de variable réalise un C!-difféomorphisme entre l'intérieur de As
et ouvert V' défini par les conditions :

I<u<v<w<l.

Le jacobien de cette application linéaire inversible vaut d’ailleurs 1. La formule
(1.58) de changement de variables dans les intégrales nous donne :

/// dx dydz /// dudvdw
A, T+ +y+2)3 (14+w)3

On utilise ensuite le le théoréme de Fubini-Tonelli (Théoreme 1.4 du cours). L'intégrale

vaut :
/ / (/ diw) dv | du.
0] \ Jlw1) N, (1+w)?

Le calcul de cette intégrale donne :

/[O»H </[u,u - ﬁ] dv) du

I I

2In2 -1

_ }[u2_3u+4ln(1+“)};: 1

8
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Exercice 3.
1. De tel type est 'EDO

Py +y+y> =0
lorsque 'espace des états envisagé est |0, 00[x]0, +oo[ 2

Comme t # 0 en tout point de 'espace des états, on peut écrire ’équation sous la

forme résoluble en y, :
’ 1 1 2
Yy = _t72 Yy— t72 Y.

On reconnait une équation de Bernoulli avec ici v = 2 (¢f. la section 2.4.3 du cours).
On l'integre en posant z = 1/y.

2. Déterminer, si (to,yo) appartient a )0, 00[x]0, 0o[, la solution mazimale (I,y) du
probleme de Cauchy :

(t,y(t) € Rx]0,00[ et 2y (t) +y(t) +y*(t) =0
y(to) = yo (condition initiale).

La nouvelle équation en z = 1/y devient (aprés multiplication par z2) :

1
z’:t—Q(z—I—l).

En posant Z = z + 1, on trouve 1’équation linéaire homogene

dont la solution générale (si 'on convient que ’espace des états pour cette équation
linéaire est ]0, oo[xR) est la fonction

Zc :t €)0, +oof— Ce™ Yt C eR.

En posant
1 1
v= Zec B ZC — 17
on trouve que lui correspond la fonction :
el/t
t—y(t) = =—.
C — el/t

Pour réaliser la condition initiale imposée, il faut prendre
C = Cy = e (1 +y0)/yo.

On remarque que In Cy > 1/tg car yg > 0. La solution du probléeme de Cauchy est
alors définie sur 'intervalle ouvert |1/ 1n Cy, +o0[ par la formule :

oL/t
3. Soit a > 0. De quel type est ’EDO

y'(ay' +y) =t

envisagée avec espace des états Rx]0,00[ ¢ Déterminer, étant donné to € R et
Yo > 0, la solution mazimale (I,y) du probléme de Cauchy :

(t,y(t)) € Rx]0,00[ et y'(ay/'(t) +y(t)) =1t
y(to) = yo (condition initiale).
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Comme la coordonnée y ne s’annule pas dans l’espace des états, et que a > 0,
I’équation se met sous la forme :

1t
y=——y+-y
a a

(%)
C’est encore une équation de Bernoulli, avec a = —4 (cf. la section 2.4.3 du cours).
On pose donc z = y* =% = y5. La nouvelle équation (en z) est obtenue en multipliant
(%) par y* et s’écrit :

Z=——z4—. (k)
La solution de cette équation linéaire (%) se fait par la méthode de variation de la
constante : la solution de ’équation homogene est donnée par :

z(t) = C'exp(—5t/a).
La variation de la constante C' donne, si ’on reporte dans (xx),
5t
C'(t) = — exp(5t/a),
a
soit
C(t) = (t — a/b) exp(bt/a) + C.
La solution générale de I’équation (x) est donc (si 'on prend pour espace des états
ici R x R)
zo:t € R+—t—a/5+ C exp(—5t/a).
Pour résoudre le probléme de Cauchy posé, il faut choisir C' de maniere a ce que :
to — a/5 + C exp(—5tg/a) = yg,
soit
C = Co = (a/5+yg — to) exp(5tg/5).

La solution du probleme de Cauchy proposé est défini sur le plus grand intervalle
I contenant tqy sur lequel la fonction :

t—t—a/5+ Cyexp(5t/a)

reste positive; sur cet intervalle I, cette solution est alors la fonction :
1/5
tel— (t —a/5+Cy exp(5t/a)) .

Exercice 4.

On considere 'EDO

(C.1) y'(t) =3y (t) +2y(t) = €.
(envisagée avec espace des états R x R).

1. Pourquoi les solutions mazimales de cette EDO sont-elles définies sur R tout
entier ?

Il s’agit d’une équation linéaire. La propriété mentionnée ici résulte donc du critere
de Gronwald (Proposition 2.2 du cours et exemple 2.3).

2. Déterminer toutes les fonctions t € R — y(t) € R de classe C? solutions de
I’EDO homogéne :

y"(t) = 3y'(t) +2y(t) = 0.
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Pourquoi cet ensemble de fonctions est-il un R-espace vectoriel 2 Quelle est sa di-
mension ? En donner une base.

Les solutions de ’EDO homogene forment un R-espace vectoriel (toute combinaison
linéaire de solutions est solution puisqu’il s’agit d’'une EDO linéaire a coefficients
constants). Du fait du théoréme d’existence et d’unicité de Cauchy-Lipschitz ( voir
aussi la section 2.4.2 du cours, ici p = 2), ce R-espace vectoriel est de dimension 2.
Pour trouver une base, on constate que I’équation caractéristique :

X2 -3X+2=0
a deux racines réelles X = 1 et X = 2 et que donc les fonctions
Y1 cts el y22t|—>62t
sont solutions. Ce sont des solutions R linéairement indépendantes, car, pour tout

to € R, les deux vecteurs (y;(to),y(t0)), 7 = 1,2, sont linéairement indépendants.
On dispose ainsi d’une base.

3. Déterminer une solution particuliére de 'EDO (C.1) en la cherchant sous la
forme t — (at + b)et, ot a et b sont deuz constantes réelles que l'on déterminera.

En écrivant que la fonction ¢ — (at+b)e! est solution de 'EDO avec second membre,
puis en divisant par e’, on trouve :

(at +2a+b) —3(at+a+b)+2(at +b) = 1.

On doit donc prendre a = —1 pour que cela marche (le choix de b étant indifférent,
par exemple, on choisit b = 0). La fonction ¢ — —te™! est donc une solution
particuliere de 'EDO avec second membre.

4. Déduire des questions 2 et 3 la solution du probléme de Cauchy :
(Ly) ERXR et (1) —3y/(H) + 2y(t) = ¢
y(to) =yo et ' (to) =y, (conditions initiales).

La solution générale de P'EDO avec second membre est la somme de la solution
particuliére trouvée a lq question 3 et de la solution générale de 'EDO homogene.
Elle s’exprime donc comme :

t € R (A —t)et + pe?,

ol A et p sont drux constantes réelles arbitraires. Pour trouver la solution du
probéme de Cauchy posé, il faut choisir ces constantes de maniere & ce que :

Aoe™ + poe®® = toe +yo
o€l + 2uge® = (to+ 1)e' + ).
Ce systeme est de Cramer en les deux inconnues Ay et . II admet une solution
unique. La fonction
t € R (Ao — t)e’ + poe*
est alors la solution cherchée.
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Exercice 5.

On considére la surface de R? définie par les conditions :

+=+—==1 e 220,
c

a, b, c désignant trois nombres strictement positifs.
1. Dessiner la surface X.

Il s’agit de la surface d’un demi-ellipsoide de révolution dont les axes sont les axes
de coordonnées. Les longueurs a, b, ¢ figurent ici les longueurs des rayons suivant
ces axes.

2. Vérifier que la surface 3 est paramétrée de maniére bijective par :

o :(s,t) €[0,2n[x[0,7/2] — (acosscost,bsinscost,csint).

Soit ST la surface correspondant & I’hémispheére nord de la sphére de rayon 1 et de
centre 0. En utilisant la longitude s (variant entre 0 et 27, la valeur 27 exclue) et la
latitude ¢ (variant entre 0 et 7/2), la surface ST se parametre de maniere bijective
par :
(s,t) € [0,27[x[0,7/2] — (cos scost,sinscost,sint).
On observe ensuite que ¥ se déduit de ST par la tranformation bijective :
(z,y,z) — (ax, by, cz).

3. Calculer la normale unitaire pointant dans la direction des z > 0 au point courant
o(s,t) de la surface ¥.

On calcule :
oo 0o —asinscost —acosssint becos s cos? t
o A s = | bcosscost | A | —bsinssint | = | acsinscos?t
5 0 ccost absintcost

Comme sint cost > 0 lorsque ¢ €]0, w/2], ce vecteur est bien dirigé dans la direction
des z > 0. Le carré de la norme de ce vecteur vaut d’autre part :

2scostt + a’c?sin® scos?t = cos? t N(t, s).

a’b? sin? t cos® t + b2c? cos
Le vecteur unitaire demandé est donc :

1 bccos scost

Tloxt(s,t) = ——————— | acsinscost
cost X 4/N(t,s) absin t

4. Calculer le flur du champ de vecteurs (x,y, z) +— ﬁ(x,y,z) = (0,0,2) a travers
la surface 3.

Ce flux est égal par définition, compte-tenu des calculs de la question 3, a :

9 /2 2rab
abe // costsin® t dsdt = ail} d[sin3 t] = Ta C,
[0,27] % [0,7/2] 3 Jo 3
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Exercice 1 Pour chacune des deux intégrales doubles I et Iy suivantes :

(1)
(2)

Iy

représenter le domaine d’intégration D C R? ;

exprimer ce que devient [’expression de l’intégrale une fois interverti [’ordre
d’intégration (c’est-a-dire lorsque que l'on effectue d’abord lintégration en
T a4y fir€, puis dans un second temps lintégration en y du résultat ob-
tenu) ;

préciser quelle hypothése on doit faire sur la fonction f pour que cette
intervertion des intégrations par rapport a x et a y soit justifiée.

[ ([ s man)a
I, = /{1‘:2 (/ o flz,y) dy) dx (a > 0).

0

L

Le domaine d’intégration correspondant a I; est le triangle de sommets
les trois points (0,0), (1,2) et (1,3). Il est représenté sur la figure D.1 ci-
dessous (figure de gauche). Le domaine d’intégration corrspondant a I est
I'intersection de la bande verticale a/2 < x < a— avec le demi-disque de
centre a et de rayon a situé dans le demi-plan {y > 0}, puisque I’équation
de ce cercle est (v — a)? +y? — a® = y? — (2ax — 2?) = 0 (voir la figure
D.1 ci dessous, figure de droite).
Si P'on intervertit I'ordre d’intégration, la premiere intégrale I; devient :
2 y/2 3 1
n=[ ([ teyd)ays [ ([ fegde)ay
0 y/3 2 y/3
(ceci se voit immédiatement en examinant la figure). La seconde intégrale
I, devient, elle :

= /Oa\/§/2 ( a; flz,y) dac) dr + /1:/3/2 (/aamf(m,y) dx) dz.

Ceci se voit encore sur la figure : le point d’intersection du cercle d’équation
(r—a)?+y*—a® = y?> — (2az — 2?) = 0 avec la droite verticale z = a/2 est
en effet le point (a/2,av/3/2); d’autre part, 'expression de x en fonction

99
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(1.3)

y=3x=013

N w2

(2.2)

£ y-2x=0

(0,0) (1,0)

F1curE D.1. Domaines d’intégration pour I; (& gauche) et Iy (& droite)

de y le long du cercle de centre a et de rayon a lorsque = < a est x =
a—+/a? — 2.

(3) Dans les deux cas, pour que le Théoreme de Fubini (Théoréme 1.5 du
cours) s’applique (pour justifier les intervertions de limites), il faut que

Iintégrale
// |f(z,y)| dedy
D

soit finie (D désinant dans les deux cas le domaine d’intégration). Cette
condition est (par exemple) remplie si |f| est bornée sur ce domaine D,
en particulier dans le cas ou f est continue sur D.

Exercice 2.

1. Justifier le fait que la fonction
(x,y) € [0,1] x [0, +o0[—> e ¥ sin(2zy)
soit intégrable au sens de Lebesgue sur [0,1] x [0, 4+00].

La fonction en question est dominée en module par la fonction (z,y) — e ¥ dans
le domaine d’intégration [0, 1] x [0, +-o00[ puisque |sin(2zy)| < 1 pour tout z,y € R.
Or, d’apres le Théoreme de Fubini-Tonelli, on a

1 “+o0
// e Ydaxdy = / (/ e Y dy) dr =1 < +4o0.
[0,1] x[0,4o00[ 0 0

Le critere de domination (Remarque 1.6 du cours) s’applique et la fonction en
question est bien intégrable sur [0, 1] x [0, 400], car dominée sur ce sous-ensemble
(mesurable) par une fonction intégrable sur ce sous-ensemble.

2. En utilisant judicieusement le théoréme de Fubini (intégration dans un premier
temps par rapport ¢y, puis dans un second temps par rapport & x) en méme temps
qu’en justifiant pourquoi son application ici est licite, vérifier la formule :

log 5
// e Ysin(2zy) dx dy = 089 (%)
[0,1]x]0, 00 4



D. ANNALES 2011-2012, TEXTE ET CORRIGE DE L’EXAMEN DE SESSION 2 101

Comme la clause d’application du Théoréme de Fubini (Théoréme 1.5 du cours) est
remplie (d’apres la question 1), on a

1 00
// e Ysin(2zy) dx dy:/ (/ e Ysin(2zy) dy) dx
[0,1] x]0,4o00[ 0 0
e—y(l—Za:i) _ e—y(1+2xi)
(D.1) = / (/ ( > )dy) da.
[0,1] N J[0,400] t

Or, d’aprés le Théoréme de convergence dominée de Lebesgue (Théoreme 1.2 du
cours), on a, pour tout z € R (donc en particulier pour tout z € [0, 1])

Y
/ e—y(liQiz) dy _ lim e—y(1i2i7;) dy
[0700[ Y =400 0
efy(lthim) Y 1
= lim [— - } = —.
Y —+o0 1+£2ix lo 1+ 2ix

On observe, apres simplification, que :

1 ( 1 1 ) 2z
2i\1 -2z 1+42iz) 1+42?
On a donc, en reportant au membre de droite de la formule (D.1) :

1 2
2 log(1+4 L logh
// e Ysin(2zy) dxdy:/ ’ 5 dr = {og( R )} — 082
[0,1]><]0,+oo[ 0 1 =+ 4.73 4 0 4

3. En exprimant différemment intégrale double (x), déduire du résultat établi au
(2) la convergence et la valeur numérique de l'intégrale

o0 1— 2
I:/ v L7
0 Yy

Puisque le Théoréme de Fubini (Théoréme 1.5 du cours) s’applique ici (voir la
question 1), on peut aussi écrire I'intégrale double

// e Ysin(2zy) de dy
[0,1]x]0, 400

en sommant par rapport a x d’abord, puis par rapport a y ensuite, ce qui donne :

// e Ysin(2zy)dedy = / (/ e Y sin(2zy) d:c) dy
[0,1] x]0,4o00[ [0,00[ [0,1]
/ efy(/ sin(2zy) da:) dy
10,400 [0,1]

1
/ 67?/[(305(23531)} dy
10,400[ 2y o

_ / vy
10,4-00] 2y

Comme le membre de gauche de cette formule vaut (log5)/4 (d’apres la question
2), on a

Y Y 4 2

> 1-— 2 I 1
I:/ - cos( y)d P (log 5) ogh
0

Exercice 3. Soient a et § deux nombres réels strictement positifs.
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1. Représenter sur une figure le domaine plan Dy, g défini dans R? par les conditions
y? —ax <0 etz?— By <0.

La courbe plane d’équation & = 32/« est une parabole de sommet I'origine et d’axe
de symétrie la demi-droite Ox, tandis que la courbe plane y = 22 /3 est une parabole
de sommet toujours lorigine, mais d’axe de symétrie cette fois la demi-droite Oy.
Les points d’intersection de ces deux paraboles sont l'origine et le point A(a, ()
de coordonnées x = o'/36%/3 et y = /343, Le domaine D, g est représenté
(hachuré) sur la figure D.2 ci-dessous.

KB y=0

o V-a x=0

FIGURE D.2. La < lentille > entre deux paraboles D, g (exercice 3)

2. En wutilisant le changement de variables consistant a poser, lorsque x et y sont
deux nombres réels strictement positifs x = u?v, y = uv?, calculer en fonction de o
et B la valeur de l'intégrale double

3, ,3
// exp ( — u) dxdy
Dag Yy

(on justifiera pourquoi la formule de changement de variables dans les intégrales de
Lebesgue s’applique).

L’application (u,v) — (u?v,uv?) est un C! difféomorphisme du premier quadrant
10, +00[x]0, +00[ dans lui-méme. En effet, le systéme d’équations

r=u%v, y=w? u>0,0>0
(lorsque z > 0 et y > 0) admet I'unique solution

2/3 71/37 v — y2/3U71/3'

u=zy

Les applications
(w,0) = (WPo,u0®) , (w,y) = (@ Py~ 2P

sont toutes les deux de classe C* sur ]0, +00[x]0, +00[ et inverses 'une de I’autre
(comme applicatiuons du premier quadrant ]0, +00[x]0, +00[ dans lui-méme). Le
jacobien de ’application

(u,v) = (vv,uv?) = (z,y)

vaut

Quv  u?

2

= 3u%0? > 0.
v 2uv
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Les hypotheses de la formule de changement de variable dans les intégrales de
Lebesgue (Théoréme 1.3 du cours) sont ici remplies (on prend A = @~ (int(Dq 5))
et B = int(Dq,g), ol int désigne 'opération de prise d’intérieur. Le domaine A est
décrit par les conditions

(y =u?v* < ax = ou? v><:>v<a/
et
(a:2=u4112 SByzBqu) — u < B3,

La formule de changement de variables dans les intégrales de Lebesgue (Théoreme
1.3 du courb) , suivie de Papplication du Théoréme de Fubini-Tonelli (Théoréme
1.4 du cours), donne donc ici :

// exp Cty ) dedy = 3/ / exp(—u® — v*) u*v? dudv
Da.p Ty

0<u<pl/3
0<v<al/3
= 3[- exp<fu3>]ﬂ”3 [ - xRty
3 0 3 0
(1—e ) (1 —e ")
= 3 .

Exercice 4. On considére ’équation différentielle du second ordre
y"'(t) —4y'(t) + 13 y(t) = cost, (t)
ou l'espace des états est ici R x R.
1. Donner une base de l’espace des solutions de I’équation différentielle linéaire
homogéne
y'(t) = 4y'(t) + 13y(t) = 0
dans R.

Les racines de ’équation (caractéristique) du second degré
22 —42+413=0

sont 2—3i et 2+3i car le discriminant réduit de ce trindome vaut 4—13 = —9 = (34)2.
Une base de I'espace des solutions de I’équation homogene dans C est donnée par

b 2430ty o230t

Une base de l'espace des solutions de ’équation homogene dans R est donc donnée
par
t > e*t cos(3t), t s e sin(3t).

2. Ezhiber une solution particuliere o : R — R de I’équation (T).

L’opérateur différentiel d?/dt? — 4d/dt + 131d transforme ¢ — e™? en
t s (—w? — diw 4 13)e™".

En particulier, si w = 1 et w = —1, on trouve respectivement :

(d2 Jdt? — Ad/dt + 131d) eit] = 4(3—i)elt

(d2 Jdt? — Ad/dt + 131d) 7] = 4(3+14)e .
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Une solution particuliere de I’équation (}) est donc donnée par
1/ et e i 1 et 3cos(t) —sin(t
y(t)=f< -+ ‘>=fRe{ }: ®) ().
8\3—¢7 3+ 4 3—1 40
3. Soient yo et y{, deux nombres réels. Donner lexpression de la solution t € R —
y(t) du probléme de Cauchy suivant :

y"(t) — 4y’ (t) + 13y(t) = cost avec conditions initiales : y(1) = yo, v'(1) = yj-

La solution du probléeme de Cauchy avec conditions initiales posé ici doit étre de la
forme 5
. cos(t) — sin(¢
y(t) = e**(\cos(3t) + psin(3t)) + #,
ou A et u sont deux constantes réelles a déterminer. Ces constantes s’obtiennent
en injectant les deux conditions initiales imposées au point t = 1, c’est-a-dire en
résolvant ici le systéme de Cramer en les inconnues (A, p1) :

cos(3) A +sin(3)p = e%@o _ %{;Sm(l))
(2cos(3) — 3sin(3)) A+ (2sin(3) + 3cos(3)) p = e%(?/(/) n %—SCOS(U)

Le déterminant de ce systeme linéaire aux inconnues A, u vaut
3 ((cos(3))? + (sin(3))?) =3 ;
il est donc non nul et le systéme a une et une seule solution (A, 1) que 'on exprlicite

avec les formules de Cramer.

Exercice 5. Soit l’'équation différentielle

thy' (1) +y2(t) = 1 (%)
envisagée dans tout cet exercice avec espace des états |0, +oo[xR.
1. A quel type d’EDO cette équation différentielle se rattache-t-elle ?
Cette équation s’écrit, puisque ¢ ne s’annule pas dans l'espace des états :

1
y'(t) = Y 112(t)
C’est donc une équation du type de Riccatti avec c(t) = 1/t4, b(t) = 0 et a(t) = —1
(voir la section 2.4.4 du cours).
2. Déterminer des réels a et b tels que la fonction ¢ : t — a/t + b/t? soit solution
de (%) sur]0,4o0].
On a
O'(t) = —a/t? — 2b/t3.
En reportant, on voit que ¢ vérifie ’équation différentielle de Riccatti () si et
seulement si
a(a —1)t* 4+ 2b(a — 1)t +b* = 1.

Le choix de a = 1 et b =1 convient. On prend donc ¢(t) = 1/t + 1/t2.
3. En introduisant le changement de fonction inconnue consistant & poser y(t) =
o(t) + 1/z(t), ¢ étant la fonction définie au (2), montrer que la résolution de

léquation (%) en y se raméne a la résolution d’une équation différentielle linéaire
du premier ordre en z.
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On a m .
/ Z'(t 2
t) — =— —(p(t)?— _o Y
¢'(t) 20 7 (0(t)) COE 20
Comme ¢ est solution particuliere de 'EDO (), il reste juste, aprés multiplication
par la fonction (2(t))? :

1 5 #(0)

2Z(t)=1+20p(t)2(t).
Si ’équation de Riccatti (x) est posée avec comme espace des états 'ouvert

U = {(t,) €0, 0[xR; y — (1) 0},
il est licite de poser
y(t) — o(t) =1/2(t)
et la résolution de I'EDO (%) lorsque U est pris comme espace des états se ramene
bien a la résolution de ’EDO linéaire du premier ordre :

() = 1+ 20(t) 2(t).

4. Soit tg > 0 et yo € R, avec yo # ¢(to), @ étant toujours la fonction définie au
(2). Déterminer en fonction de to et yo expression, ainsi que lintervalle de wvie,
de la solution du probléeme de Cauchy :

t*(y/(t) + 3%(t)) = 1 avec condition initiale : y(tg) = yo.

On a )
toyo —to — 1
Yo — ¢(to) = yo — 1/to — 1/t5 = OT-

On pose donc

1 B t3
Yo — ¢(to)  toyo —to— 1
La solution générale de I’équation linéaire sans second membre

2(t)=2p(t)2(t) =0

20 = 20(to, o) =

au voisinage de tg est

2(t)=Ct2e ¥t onCeR
(puisque 2/(t)/z(t) = (log|z(t)])’ = 2/t + 2/t* = (2log |t| — 2/t)"). La méthode de
variation des constantes (voir la section 2.4.1 du cours), pour calculer la solution
que I'on cherche, conduit & intégrer C’(t) t2e~2/t = 1, soit

1
C'(t) = 5!
avec la condition initiale C/(ty) t2 e=2/% = 2, soit

e2/to t o2/T e2/to —e2/Tqt
C(t):ZO +Z 2d7':20 t2 +|: :| .

t% o T 0 2 to
La solution cherchée est donc la fonction définie par
1
y(t) = o(t) + ——
Zyo (t) ,
ol

62/t0 62/t0 _62/t)

20 (1) = 1272/t x (zo 2 + 3
0
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Si 'on pose
K 62/t0 N 62/1:0
to,yo — A0 3 )
t§ 2
la fonction z,, s’écrit

o2/t

Zyo (t) = t2ei2/t (Ktoyyo - 7) .

L’intervalle de vie de la solution cherchée y est le plus grand intervalle ouvert
contenant ty sur laquelle la fonction z,, ainsi trouvée ne s’annule pas, c’est a dire
le plus grand intervalle ouvert contenant ¢y sur lequel

20K, — exp(2/1)

ne s’annule pas. Deux cas sont a distinguer :

— si Ky 4, < 1/2, cet intervalle de vie est 0, +oo[ (car on a e
t>0);

— silon a Ky, ,, > 1/2, I'intervalle de vie doit admettre nécessairement comme
borne le nombre 7 = 2/log(2 Ky, 4,) > 0 (qu'il ne saurait contenir). C’est
alors le plus grand intervalle ouvert contenant ¢y et ne contenant pas ce
nombre 2/log(2 Ky, ,,) > 0; cet intervalle de vie se trouve limité alors par
le fait que cette valeur 2/log(2 Ky, ,,) doit en étre une borne (d'un cdté ou
de Tautre de ).

2/t > pour tout

Exercice 6. Les trois questions de cet exercice sont indépendantes.

1. Soit ¥ la surface de R® définie par les conditions x> + 3> =1 et 0 < z < 3.
Calculer Uintégrale de la fonction (x,y,z) — x + 1 sur la surface ¥ (par rapport a
la mesure de Lebesgue sur cette surface), ¢’est-a-dire, avec les notations du cours :

/ /E (2 + 1) d[vola.].

La surface sur laquelle on intégre est une portion de cylindre. Elle est paramétrée
par 0 € [0,27] et z € [1, 3] par

x = cos(f), y =sin(h), z = z.

Soit
o :(0,2) — (cos(9),sin(h), z).
On a
PV —sin(6) 0 cos 6
%/\a—: cos AlO] =|sinf
z 0 1 0
On a donc
cos
dvola x](6,2) = ||| sinf ||| d0dz = db dz.
0
On a donc

//E(xﬂ)d[volg,z] =/13 /O%(TCOSeH)dgdZ:ZIW
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2. En utilisant la formule de Green-Ostrogradski, calculer le flux au travers de la
demi-sphére {x? +y*> + 22 = 1, z > 0}, la normale pointant vers les z > 0, du
champ de vecteurs F(z,y,2) =xi+yj — z k.

La divergence de ce champ de vecteurs F= (P,Q, R) est constante et égale &

D’apres la formule de Green-Ostrogradski (Théoréme 1.9 du cours), le flux sortant
a calculer est égal a I'intégrale triple de la divergence du champ dans la demi-sphére
(pleine) {2? + 3% +22 < 1; 2 > 0}. Comme la divergence du champ F' est constante
et égale a 1, le flux & calculer est égal au volume de cette hémisphere, soit 27/3.
3. Vérifier que la courbe paramétrée par

6 € [0,27] — (cos® 0, sin® 0) (%)
(que Uon appelle une astroide) est une courbe fermée (on dit aussi un lacet) qui
n’a pas de point double (c’est-a-dire que le paramétrage (xx) restreint d [0, 27| est
injectif ) et enserre donc un domaine borné D du plan. Vérifier que laire A de ce
domaine D est égale a l'intégrale curviligne

A= 1/(chy—ydx).
2 Jy

Calculer la valeur de A.

Comme l'application z ~— 2% est une bijection de R dans lui-méme et que 6 €

[0, 27r[— (cos(#),sin(f)) € R? est une application injective, 'application

0 € [0,2r[— M(0) = ((cos(6))?, (sin(6))?)
est injective : en effet, si M (1) = M(02), avec 0 < 601,62 < 2w, on a cos(6y) =
cos(f2) et sin(f1) = sin(fz), donc 61 = 6,. L’astroide ainsi paramétrée n’a donc pas
de point double. Le calcul de l'aire du domaine D enserré par cette courbe se fait
en utilisant la formule de Stokes (voir 'exemple 1.19 du cours). On a

A:Aire(D):/(xdy):L(—ydx): ;[y(xdy—ydx)

.
si y:6€0,2n] — (cos®6,sin® ). On a donc, puisque
dy = 3(sin())? cos(0) df, dx = —3(cos(h))? sin(0) db,
et donc
zdy — ydz = (cos(0))?(sin(#))? db
le long du chemin paramétré . On en déduit :

2m 4T
A= S/O (sin(26))? df = 1—36/0 (sin(u))? du = =.
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Exercice 1 (questions de cours).

(1)

Rappelez ce que signifie le fait qu’un sous-ensemble E de R est mesurable
(au sens de Lebesque) ? Tous les sous-ensembles E de R sont-ils mesu-
rables ¢ Si ce n’est pas le cas, est-il aisé d’expliciter un sous-ensemble de
R qui ne soit pas mesurable (au sens de Lebesque) ?

Un sous-ensemble de R est dit intégrable s’il existe, pour tout € > 0, un
compact K, de R et un ouvert O, de R tels que la mesure de O, \ K. (cal-
culée comme 'inf des mesures des ouverts cet ensemble) soit inférieure ou
égale a €. L’ensemble E est dit mesurable si son intersection avec tout seg-
ment [—R, R] (pour tout R > 0) est intégrable. Il existe des sous-ensembles
de R non mesurables (le paradoxe de Banach-Tarski le révele), mais en
exhiber un nécessite d’invoquer ’axiome du choix '. Un tel sous-ensemble
non-mesurable de R n’est donc pas concretement < explicitable >.

Soit I = [a,b] (avec a < b réels) un segment de R et f :[a,b] = R une
fonction < explicitable > (ou aussi < mesurable > au sens de Lebesque),
c’est-a-dire telle que limage réciproque f=(I) de tout intervalle I de R
soit un sous-ensemble mesurable de R (au sens de Lebesgue). Que signifie
le fait que f soit intégrable au sens de Lebesgue sur [a,b] et comment est

définie alors l'intégrale
/ F(t) dt
[a,b]

au sens de Lebesgue ? (répondez a cette question d’abord le cas ot f prend
ses valeurs uniquement dans [0,00[, puis ensuite dans le cas ot f est de
signe quelconque sur [a,b]).

Si f est une fonction mesurable positive sur [a, b], on dit que f est intégrable
au sens de Lebesgue sur [a, ] si

sup (ikh\foll{t e [a,b]; f(t) € [kh, (k + 1)h[}) < +00.
>0 M=o

1. Etant donnée une collection (A.). de sous-ensembles non vides de R, il existe un processus
de choix permettant de < choisir > un élément x, dans chacun des sous-ensembles A,. Si l’ensemble
d’indexation de la famille (A,), est fini ou infini dénombrable, ceci se fait sans probléme algorith-
miquement, mais si ce n’est pas le cas, il faut admettre (c’est un axiome) qu’un tel processus de
choix est implémentable. De toutes manieres, il ne pourra jamais 1’étre < explicitement >.

109
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L’intégrale de Lebesgue f[a’b] f@)dt de f sur [a,b] est alors définie comme
cette borne supérieure. Si f est mesurable de signe quelconque, f est
dite intégrable sur [a,b] si les deux fonctions positives f* := sup(f,0) et
f~ := sup(—f,0) le sont; l'intégrale de Lebesgue f[a,b] f(t)dt de f sur
[a,b] est alors définie comme la différence des intégrales de Lebesgue de
fT et f~ (fonctions mesurables positives sur [a, b]) sur [a, b].

(3) Soit f :[a,b] = R comme dans la question 2. On suppose de plus f bornée
en valeur absolue sur [a,b]. Que signifie le fait que f soit intégrable au
sens de Riemann sur [a,b] ¢ Explicitez un procédé numérique classique
permettant de calculer de maniére approchée (lorsque f : [a,b] — R est
supposée continue) la valeur de l'intégrale au sens de Riemann ff f@t)dt.
Dire que f est intégrable au sens de Riemann sur [a, ] (f étant supposée
réelle et bornée en valeur absolue sur [a, b], comme c’est le cas ici) signifie
que, pour tout € > 0, on peut trouver des fonctions en escalier . et 1.
sur [a, b], encadrant la fonction f sur [a,b] (i.e., p:(t) < f(t) < ¥ (t) pour
tout t € [a,b]) et telles que

/b(we(t) —p(t)dt<e Ve>0

(¢f. le cours d’Analyse 1 en S2). Lorsque f est continue, la méthode des
2

trapézes
b —a a) =
| swar="g (B2 4% et g0 -aymy + 1)

(lorsque N tend vers +oo) fournit le procédé numérique le plus clasique
pour calculer I'intégrale de Riemann d’une fonction continue f : [a,b] —
R.

(4) Une fonction f : [a,b] — R, explicitable et bornée en valeur absolue sur
[a, b], est-elle intégrable au sens de Lebesque sur [a,b] ? Est-elle intégrable
au sens de Riemann sur [a,b] ¢ Justifiez chaque fois votre réponse avec un
exemple dés que cette réponse s’avére négative. La réponse a la premiere
question est oui en vertu de la clause de domination (Remarque 1.6 du
cours) puisqu’une fonction positive constante sur [a,b] est intégrable au
sens de Lebesgue sur ce segment. La réponse a la seconde question est en
revanche non : la fonction valant 1 lorsque z est rationnel, 0 sinon, n’est
pas intégrable au sens de Riemann sur [0,1] (voir le cours d’Analyse 1,
exemple 3.2 du polycopié en ligne de ce cours) ; comme c’est une fonction
positive bornée par 1, elle est en revanche intégrable au sens de Lebesgue
sur [0,1] (d’'intégrale de Lebesgue nulle sur [0, 1] car les nombres ration-
nels constituent un sous-ensemble de mesure de Lebesgue nulle sur [0, 1]
puisqu’il s’agit d’un sous-ensemble dénombrable de [0, 1]).

Exercice 2. Pour les deuz intégrales données ci-dessous (la fonction [ étant chaque
fois supposée bornée), dites pourquoi on peut renverser l’ordre d’intégration et faites

2. Voir la  section 3.4.2 dans le polycopié du cours d’Analyse 1
http://www.math.u-bordeauxl.fr/~yger/analysel.pdf en ligne. Plus généralement, pour
tout ce qui concerne 'intégration au sens de Riemann, vous pouvez vous référer au chapitre 3 de
ce polycopié.
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Y, x=a3

y=x+a
y=(3a-x)/2

(-7 a/3, -4 a/3) (17 a/3, -4 al!

(@/3,-4a/3) y=—4a/3

le explicitement en dessinant d’abord dans les deux cas le domaine E C R? sur lequel
porte l'intégration de f, considérée comme une fonction des deuz variables x ety :

4a/3 3a—2y
/ ( / flz,y) dx) dy (lorsque a > 0 est un parametre fixé) ;
—4a/3 y—a

4 (2la))/? (2la)/?
/ (X[o,l] () / f(z,y) dy + x4 () / f(z,y) dy) dx
0 -z r—2

(on rappelle que, si E est un sous-ensemble de R, xg désigne la fonction valant 1
sur E et 0 sur R\ E).

Premiére intégrale. Le domaine sur lequel s’effectue la premiere intégration
(double) est le domaine borné entre les deux droites d’équations respectives y = x+a
et y = (3a—x)/2 et les droites horizontales d’équations y = —4a/3 et y = 4a/3. Or
les deux droites d’équations y = x +a et y = (3a — x)/2 se coupent précisément au
point d’abscisse x¢ telle que o — a = (3a — x¢)/2, i.e. 3x¢/2 = a/2, soit xy = a/3,
et d’ordonnée yo = xo + a = 4a/3. Les points d’intersection de la droite d’équation
y = —4a/3 avec respectivement les droites d’équation y =z +a et y = (3a — x)/2
ont pour abscisses respectives © = —4a/3 —a = —7a/3 et © = 17a/3. Le domaine
d’intégration (en (x,y)) est le domaine en grisé sur la figure ci-dessous.

Comme f est bornée sur le domaine d’intégration (qui est aussi borné), on peut
intervertir 'intégration par rapport a x et 'intégration par rapport a y du fait du
Théoréme de Fubini (théoreme 1.5 du polycopié). L'intégrale devient donc :

a/3 z+a 17a/3 (Ba—x)/2
/ (/ f(z,y) dy) dw+/ (/ fz,y) dy) da.
—7a/3 —4a/3 a/3 4a/3

Seconde intégrale. Le domaine sur lequel s’effectue la seconde intégration est le
domaine limité inférieurement par le graphe de la parabole d’équation y = —/x
au dessus de z € [0, 1], puis par la droite affine d’équation y = z — 2 au dessus de
x €]1,4] (notons que la parabole et la droite se coupent au point (1,—1)); il est
limité supérieurement par le graphe de la cubique d’équation y = (2z)/3 au dessus
de z € [0,4]. On note que le point (4,2) est un point d’intersection de cette cubique
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avec la droite affine d’équation y = z — 2. Le domaine d’intégration (en (z,y)) est
cette fois le domaine hachuré sur la figure ci-dessous.

Comme f est bornée sur le domaine d’intégration (qui est aussi borné), on peut
intervertir 'intégration par rapport a x et 'intégration par rapport a y du fait du
Théoréme de Fubini (théoréme 1.5 du polycopié). L’intégrale devient donc :

/o1 ( /;2 fz,y) da:) dy + /0 i ( /y y/j f(x,y)dx) dy.

Exercice 3. Soit G le sous-ensemble de R? défini par :
G := {(x,y7z) eER?;2>0,y>0, 2>0, z4+2<1, y+2< 1}.

(1) Dessinez le domaine G sur un schéma (en perspective) en trois dimensions
(précisez bien dans un premier temps les équations des plans affines in-
tervenant dans la description de la frontiére de ce domaine). Le domaine
G est-il borné ?

Le domaine G est une pyramide (pentaedre, i.e. polyedre convexe a cing
faces, de sommets les cinq points (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) et
(0,1,1), la < base > étant le carré [0, 1] x [0, 1] du plan < horizontal > z0y.
Les équations des plans affines intervenant dans la frontiere du domaine
G sont, outre les trois plans de coordonnées {z = 0}, {y = 0}, {z = 0}, les
deux plans < obliques » d’équations respectives {x+2 =1} et {y+2z =1}.
Le domaine G (qui est une pyramide pleine) est donc borné. Voir le dessin
ci-dessous.
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0,0,1
Plan x=1-z ( )
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1
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C 000 ¢ i\ D

(2) Calculez lintégrale triple

1
I .= ——dzdyd
///c @ry+zp WY

en indiquant quel théoréme du cours vous invoquez pour effectuer ce calcul.
D’apres le théoréme de Fubini-Tonelli (Théoréme 1.4 du polycopié), on a :

[ arara) )
S e e
TRV AL
7 A (P P R
- )

z=1

= [ln(z) +In(2 - z)] . —+0o0.

z=

1

On obtient donc ici I = +o0.

Exercice 4. Soit a > 0 un parameétre firé et Cy, le domaine de R® défini par

C, = {(z,y,z) eER3; 0 < /a2 + y2 Szga}

Dessinez en perspective le domaine C, (et dites de quel type de domaine il s’agit,
puis si ce domaine est borné ou non), puis calculez ensuite, en utilisant le change-
ment de variables qui vous semble le mieux approprié, l'intégrale triple

2 2
Ia::/// _ Y gpdyds.
Co VT2 + 192+ 22

Le domaine C, est un secteur de coéne de révolution (plein), d’axe le demi-axe
vertical 0z, d’ouverture /4. Le secteur considéré est le secteur du céne (dont le
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sommet est Porigine) limité par le plan horizontal d’équation z = a (voir la figure
ci-dessous).

En utilisant le changement de variables consistant a utiliser les coordonnées cylin-
driques z =1 cosf, y = r sinf, z = z, et le théoreme de Fubini-Tonelli (Théoréme
1.4 du polycopié), 'intégrale I, s’écrit (puisque dx dy dz = rdr df dz et que du/2 =
rdrsir=u=r?):

a z 27 a 22
/0 (/0 \/%Tdrx/o d9>dz:7r/0 (/0 fﬂjdu)dz
ﬂ/0a</oz %du)dz

“rl
2 / [f(u+z2)3/2—22(u+22)1/2] dz
o L3 0

QW/OG(M?)_l(\/ﬁl))z:zde.

I
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Exercice 1.

(1) Soit a > 0. Dessiner le domaine D, du plan défini par :
Dy = {(z,y) € (R1)?; VvV +y > Va, z+y<a}.

Pour représenter le domaine D,, il est commode de poser u = \/z, v = /¥,
et de représenter d’abord le domaine de R? défini par les conditions :

uZO,vZO,u—i—vza,u?—f—v?Sa. (*)

Le domaine {u > 0, v > 0, w2 + 02 < a} est Uintersection du disque
D(0,+/a) avec le premier quadrant. Le domaine {u + v > a} est le demi-
plan situé au dessus de la droite passant par les points (v/a,0) et (0,+/a).
Le domaine A de R? défini par les conditions () est donc le sous-ensemble
du quart de disque {u >0, v > 0, w402 < a} situé au dessus de la corde
joignant les points (1/a, 0) et (0, \/a). Le domaine D, s’obtient en prenant
I'image de A par I'application (u,v) + (u?,v?) : arc de cercle joignant les
points (v/a,0) et (0,+/a) est transformé en le segment joignant les points
(a,0) et (0,a), tandis que la corde joignant les deux points (y/a,0) et
(0,+/a) est transformée en un arc de conique ! joignant les points (a,0) et
(0,a) et situé (dans le premier quadrant) sous le segment joignant (a,0) &
(0,a) (d’équation y = (v/a— /)%, ot x € [0, a]). Voir le figure ci-dessous.

(2) Calculer la surface du domaine D,. On a, en utilisant le théoreme de
Fubini-Tonelli :

//Da al:rdy—/oa(/(\a/;w\/g;)2 dy)dw

= /Oa(a—x—(\f—\/a?)Q)da:

Aire(D,)

2 /()a(ﬁﬁ—x)dx = 2<\/5>< @ —a2/2) =a?/3.

1. Une conique est une courbe définie par une équation cartésienne polynomiale en (z,y) de
degré total égal a 2; les coniques sont les paires de droites sécantes, les paraboles, les ellipses ou
les hyperboles (ce sont en fait les quatre types de sections planes d’un céne de révolution) ; il s’agit
ici d’un arc d’une branche d’hyperbole (d’équation globale (y — a — x)? = 4az), comme le tracé
sous Maple avec implicitplot le confirme.
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FIGURE F.1. Le domaine D, (avec ici a = 3)

1.8

1.6

14F

121

FiGURE F.2. Le domaine D

Exercice 2.
(1) Dessinez le domaine D du plan défini par :
D= {(x,y) € Ry)*; 1<z +y<2 3y—x>0, z—2y<0}.

Le domaine D est le polygone borné délimité par les quatre droites
représentées sur la figure ci dessous.

(2) Soit a un nombre réel. Vérifier que

1 /2 ,-a
// e~ ™Y .,L,a—ly—a dl‘dy _ € _ / U du.
D & 1/3 u + 1
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On effectue le changement de variables consistant & poser u = y/x et
v = x+y. L’application (u,v) — (x,y) est en effet un C*-difféomorphisme
de (R%)? dans lui-méme : en effet, les conditions

u>0,v>0, y/r=u, c+y=v

sont, équivalentes aux conditions :

T+y v uv
> O, > O7 - = s = =
“ Y . 1+u 14w youe 1+u
Le jacobien de la transformation
(u,v) = (2, y)
vaut :
dx/Ou Oz /Ov 1

(ua 'U) =

Oy/ou 0Oy/0v Ou/dx Ou/d
3v;8x avjaz (a(u, v), y(u,v))
v’(w,v)  _ z(uv)
wwo) +ywe)  1+u
11 faut donc remplacer dz dy/x par dudv/(1 + u) dans le changement de
variables. On a donc, en utilisant la formule de changement de variables
(Théoréme 1.3 du cours), puis le théoréme de Fubini-Tonelli :

dxd

// e Te Vet lydady = // e Te Y (y/x)" %
D D z
/ / v —q dudv
e uTt ——

1+u

1/3<u<1/2
1<v<2

2 1/2  _q
/ e‘“dvx/ v du
1 13 1+u
2 1/2 , —a
[—e‘”} x/ Y du
1 13 1+u
71 1/2 —a
- ¢ 5 / Y du.
e 13 u+tl

1/2

(3) Vérifier® que la fonction
u*a

1/3 U+1

a€R+— du
est de classe C! surR et exprimer sa fonction dérivée sous la forme d’une
intégrale fonction du parametre a.

On peut ici appliquer le théoréeme de dérivation des intégrales fonction d’un pa-
rametre (ici a) (section 1.4.2 du cours). En effet, pour tout u € [1/3,1/2], la fonc-
tion

—a

u

aceR—
1+u

= —al
exp(—alogu)) x T u

a—1 a

2. Par rapport & ’énoncé donné a ’examen, on a modifié ici u sous 'intégrale en u~ % (par
souci de cohérence avec une erreur faite intialement dans ’énoncé de la question 2 et rectifiée dans

ce texte).
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est dérivable sur R, de dérivée :

—a

1
a € R logu exp(—alogu)) x T a =logu T

Pour tout R > 0, la fonction continue

u*[l
1+u

est dominée en valeur absolue sur [1/3,1/2] x [—R, R] par une constante M (R). La
clause (1.42) du cours est donc ici remplie et la fonction

(u,a) € [1/3,1/2] x [-R, B] —> logu x

12—
/2 4—a

du

a€R+—
1/3 qul

est de classe C'! sur R, sa fonction dérivée étant la fonction
1/2 u=e

a € R— logu %

du
1/3 u 1

Exercice 3.

(1) Soit a un nombre réel positif. On note ¥, la surface de R? paramétrée par

acosh(z/a) cosd
(0,z) €[0,27] x [0,1] — | acosh(z/a) siné
z

ot la fonction cosh est définie par cosh(z) = (e® + e~*)/2. Pourquoi
cette surface est-elle une surface de révolution autour de l’aze 2’Oz 2 On
complete la surface X, en lui adjoignant les deuz disques horizontauz

Dy = {(z,y,2); 2" +y* <a®, 2=0}
D, := {(x,y,z);x2 +y? < a? COShQ(]./CL), z=1}.

Représenter le domaine borné U, de R3 limité par la surface ¥, ainsi
complétée par les deux disques horizontaux Do et Dy .

En coordonnées cylindriques (r,0,z) (cf. exemple 1.15 des notes, 'axe
étant 'axe 2’Oz, r désignant la distance & cet axe, 0 la longitude mesurée
depuis le plan 2Oz et z laltitude), la surface est donnée comme

Yo :={(r,0,2); r =acosh(z/a), 0 € [0,27], z € [0,1]}.

Comme l’équation cartésienne s’exprime sous la forme r = f,(2), ou f,
désigne une fonction positive, il s’agit bien d’une surface de révolution
autour de ’axe par rapport auquel est effectué le repérage cylindrique, en
Poccurrence ici I'axe 2’0z 3. Pour représenter X, il suffit de tracer dans

3. La surface d’équation r = acosh(z/a), out z € R (en coordonnées cylindriques) est appelée
caténoide (ici de révolution autour de 'axe 2'Oz), a > 0 désignant ici un parametre. La portion
de surface 3, proposée ici (z € [0, 1]) est donc une < tranche > d’un tel caténoide. La courbe qui
engendre cette surface par rotation est une chainette du plan yOz. Pour réaliser cette portion de
caténoide Xq, il suffit d’immerger deux cercles (I'un de rayon a = fq(0) = acosh(0/a), 'autre de
rayon fq(1) = acosh(1/a), dans un bain d’eau savonneuse (en les gardant centrés au méme point,
disons 'origine de ]R3)7 puis de percer la bulle centrale afin de décoller les deux cercles. La surface
(dite < minimale ») alors matérialisée par le film de savon est la surface ¥, dés que les cercles se
trouvent séparés d’une distance verticale égale a 1.
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0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

FIGURE F.3. Le tracé de la chainette y = f;,2(2) dans le plan
y0z, 0<2<1

le plan yOz (par exemple), la courbe d’équation
y = fo(z) = acosh(z/a), z€][0,1],

(c’est donc une portion de chainette, la courbe que modélise par exemple
les caténaires d’une ligne ferroviaire, car il s’agit de la forme qu’épouse
un fil pesant suspendu entre deux extrémités fixes de méme cote) puis de
faire tourner la courbe (ainsi tracée dans le plan yOz) en faisant tourner ce
plan autour de I’axe de révolution z'Oz. Les deux disques Dy (dans le plan
z =0) et Dy (dans le plan z = 1) ferment bien la surface respectivement

aux altitudes z = 0 et z = 1 puisque les rayons de ces disques sont
respectivement rg = a = acosh(0) = f,(0) et r1 = acosh(1/a) = f.(1).
On a représenté la chainette sur la figure F.3 ci-dessous (pour a = .5).

La surface de révolution X, est obtenue en faisant tourner le plan yOz
autour de son axe vertical; c’est la nappe de révolution générée par la
courbe ainsi en rotation autour de l’axe vertical. Le domaine U, (pour
a = .5) a 6té représenté (de maniere < transparente? ) sur la figure F.4
ci-dessous (on a figuré en blanc sa projection sur le plan Oy, & savoir le
disque D(0, f1/2(1)), projection du disque D) :

(2) Calculer, en un point (z,y,z) du bord de U, (on distinguera le cas ot ce
point est dans X, du cas ou ce point est dans l'union des deuxr disques
horizontauz) le vecteur unitaire normal au bord de U, en ce point, dirigé
vers Uextérieur de U, (lorsque (x,y,z) € 3., on exprimera ce vecteur
normal en fonction des valeurs des parameétres (0, z) spécifiant la position
du point (x,y, z)).

On a, pour tout (0, z) € R?

acosh(z/a) cos@ —sin@
— | acosh(z/a) sinf | = acosh(z/a) | cosé
00 0

4. La figure a été pour ce corrigé réalisée avec le logiciel de calcul scientifique MATLAB, mais
bien siir, on n’exigeait dans le probleme qu’un tracé grossier a la main.
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FIGURE F.4. Le domaine U/, (section de caténoide plein)

D’autre part :

acosh(z/a) cosf sinh (z/a) cosf
— | acosh(z/a) sinf | = | sinh(z/a) sin6 | ,
0z
z 1
ol
sinh (z) := % VzeR.

Le produit extérieur de ces deux vecteurs (dans cet ordre, la dérivée par
rapport & 6, suivie de la dérivée par rapport & z) est égal a

cos 0
acosh (z/a) sin 0
—sinh (z/a)

Ce vecteur est un vecteur de norme a cosh® (z/a) puisque
1+ sinh?(z/a) = cosh?(z/a).

Comme la derniére composante a une coordonnée strictement négative et
que la courbe d’équation y = f,(z) présente une branche parabolique dans
la direction du demi-axe Oy (la concavité est tournée < vers le bas »), le
vecteur
cos 6
acosh (z/a) sin @
—sinh (z/a)
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(lorque (x,y,2) = (acosh(z/a)cosf,acosh (z/a) sinb, z) est le point de
3, repéré par les parametres (6, z)) pointe bien vers extérieur du domaine
U,. Le vecteur normal extérieur unitaire a U, en ce point est donc le
vecteur :

. cos 6
L sin
cosh(z/a) —sinh (z/a)

Lorsque le point (z T, Y, 2 z) est un point de Dy, le vecteur normal extérieur
unitaire a U, est —k tandis que c’est k lorsque (z,y, z) est un point de
Ds.

Calculer le flux sortant du champ de vecteurs

x
ﬁzxf+y5+zl§z Y
z
au travers du bord de U,.
Le flux sortant (de U,) du champ de vecteurs au travers du disque Dy est
égal a
—ma® x (F(z,y,0),k) = 0.
Le flux sortant (de U,) du champ de vecteurs au travers du disque Dy est
égal a
racosh?(1/a) x (F(z,y,1),k) = 7 a?cosh?(1/a).

Le flux sortant de U, au travers de %, est égal a l'intégrale :

o a cosh(z/a) cosf cos 6
/ / < acosh (z/a) sind | , acosh(z/a) sin 0 >dz de,
)

z —sinh (z/a

c’est-a-dire a
1
27m/ (a cosh?(z/a) — z cosh(z/a) Sinh(z/a)) dz.
0

Or on a
1 a [
/ acosh?(z/a)dz = Z/ (€20 4 e722/% 1 2) d2
0 0

et (en utilisant une intégration par parties) :
1 1
1
/ zcosh(z/a)sinh(z/a) dz = Z/ 2 (€277 — e22/0) 4y

0 0

1
— 9(62/a +€—2/a) _ ﬁ/ (622/(1_'_8—22/11) dz.

8 8 Jo

Le calcul du flux sortant de U, au travers de la portion de surface X, vaut
donc :

2 1 2
37’;@ / (62z/a +e—2z/a) dz —|—7ra2 o %(62/(1 + e—2/a)
0

= 7a® (3ag262/a— Sa;2672/a+1).
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En atteste la vérification de ce calcul effectuée avec 'aide du logiciel
MAPLE :

> f:= x -> 2*Pi*ax(ax(cosh(x/a)) "2 - x*sinh(x/a)*cosh(x/a));
> int(f(x),x=0..1);

(1/8) *Pi*a”~2#* (3*a*xexp(4/a)+8*exp(2/a)-3*xa-2*exp(4/a)-2)
*xexp(-2/a)

Le calcul du flux demandé s’obtient donc en ajoutant & cette contribution
(celle correspondant & la portion de surface ¥,) celle correspondant au
disque Dy, soit 7a?(e?/® 4+ e=2/® 4+ 2)/4. Au final, le flux demandé vaut :

;) _ 3ma (acosh(2/a) + 2).

3a
d—71al (7 2/a | —2/a
ma” 3 (e +e77%) + 1
Notons qu’il s’agit d’'un nombre positif.
Rappeler l'énoncé de la formule de Stokes pour un domaine borné de l’es-
pace (formulation de Green-Ostrogradski ou encore de la divergence) et
déduire du calcul de flux effectué a la question 3 la valeur du volume du

domaine U,.

C’est le Théoreme 1.9 du cours que 'on demande de rappeler ici : < le flux
sortant d’un champ de vecteurs F au travers de la frontiere d’un domaine
volumique borné U est égal a ’intégrale de volume sur U de la divergence
de ce champ de vecteurs >. Dans notre cas, la divergence du champ de
vecteurs est constante et égale a 3. Le flux ® est donc, d’apres la formule
de Green-Ostrogradski, égal a trois fois le volume de U,. On a donc

7 a?
vol(U,) = T(a cosh(2/a) +2).

Exercice 4.

On considére I’équation différentielle du premier ordre (du type équation de Ber-
noulli)

Ly (1) + 2y(t) = — (¢ cost) (). (+)

Soit tg > 0 et yo € R. Le but de l’exercice est de déterminer, avec son intervalle
ouvert de définition I C]0,+oo|, l'unique solution mazimale

y :tel C]0,+oo[— y(t)

de UEDO (%), de classe C* sur son intervalle ouvert de définition I (contenant ty),
telle que de plus y(to) = yo.

(1)

L’équation (x) est-elle une équation différentielle linéaire du premier ordre ?
Non, car elle s’exprime sous forme résoluble en 3’ sous la forme

Y0 = =7 u0) = (2 cost) 32 (1)

et que la fonction
2
(t,Y) — F(t,Y) = —2Y - (t? cost) Y2

figurant au membre de droite est quadratique en Y, et non affine en cette
variable.
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2)

Déterminer un changement de fonction inconnue y — z qui permette de
ramener la résolution de (x) a celle d’une EDO de la forme :

() = A(t) 2(t) + B(t) ()

(ot A et B sont des fonctions que 'on précisera).
Comme il s’agit (on l'a d’ailleurs rappelé dans I’énoncé) d’une équation
de Bernoulli (avec d’ailleurs ici o = 2, si 'on reprend les notations de
la section 2.4.3 du cours), le changement de fonction inconnue y — z &
opérer ici est y — z = y'72 = y~! (pourvu que yo # 0). Tant que y(t)
reste non nul, on a y'(t) = —2'(t)/2%(t) et PEDO (x) devient

Z(t) 2 1 5

2(t) ot

—t% cost L
2(t) 22(t)’

soit : )
2 (t) = " 2(t) + t? cost = A(t)z(t) + B(t)
avec A(t) =2/t et B(t) = t2 cost.
Soit zg € R. Déterminer la solution de (xx) telle que z(to) = 2.
L’équation linéaire homogene est z' = A(t) z(t) = (2/t) x z(t) et a pour
solution générale
t €]0, +-oo[— z(t) = C'?

lorsque I’espace des états est |0, +00[xR (contenant le point (¢g, z9) corres-
pondant aux conditions initiales). La méthode de variation des constantes
(pour la résolution de P'EDO non homogene) conduit a
C'(t)t* = B(t) = t* cost
soit C(t) = sint + ¢, avec ¢ € R. La solution générale de 'EDO (%)
(lorsque I’espace des états est |0, +00[xR) est donc :
t €]0, +-oo[—> (sint + ¢)t?, c € R.
Pour que z(tg) = zo, il faut ajuster la constante réelle ¢ de maniére & ce
que
(sintg + ¢) t3 = 2o,
soit )
2o — tg sinty . 20
¢ =c(to, 20) = 7;2 = —s1nto+t—2.
0 0
Déduire de la question 3 l’expression de la solution maximaley : I — R
de (x) (avec I C]0,+o0[) telle que y(to) = yo (on distinguera les cas yo = 0
et yo £ 0). Quel est Uintervalle de définition de cette fonction y ?

Siyo = 0, la fonction identiquement nulle sur |0, +-00[ est 'unique solution
maximale de 'EDO

y'(t) = —% y(t) — t? costy(t).

Si yo # 0, la solution de PEDO (x) telle que y(tp) = yo est donnée au
voisinage de ty par

y(t) = !

(sint + ¢(to, 20)) t?
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avec
(to, 20) = —sinto + o in to +
C(lp,20) = —SIn{g — = —Sllig -
th Yo 15
Son intervalle de vie est le plus petit intervalle ouvert contenant ty et sur

lequel la fonction

1
t > sint —sinty + —5
Yo 1
ne s’annule pas. Cet intervalle de vie est donc Jo, B[, ol v et § sont les
deux points les plus proches de tg tels que

. . . 1
sina = sin 8 = sintg — ——.
Yo ty

Exercice 5.

Soit a € R. On considére ’équation différentielle du second ordre sur R (a coeffi-
cients constants, mais avec second membre) :

(1)

Y (t) + 29/ (t) + 2y(t) =sin(at)e™" VteR. (1)

Déterminer toutes les fonctions y : R — R de classe C? solutions de
Uéquation différentielle homogéne :

Yyt +2y'(t)+2y(t) =0 VteR. (+1)

(on cherchera & déterminer une base du R-espace vectoriel des solutions
de VEDO (Tt) apreés avoir précisé quelle est la dimension de ce R-espace
vectoriel).

D’apres 1'étude des EDO linéaires (section 2.4.2 du polycopié, voir aussi
le cours de MISMI®, section 3.9.3), le R-espace vectoriel des solutions de
PEDO homogene (1) est de dimension 2 : en effet, étant donné un point
to € R (arbitraire) et un couple (yo,¥;) de nombres réels, il existe une et
une seule solution y : R — R de classe C?, solution de (11), et telle que
de plus y(to) = yo et ¥'(to) = y{. Pour trouver une base de solutions, on
cherche les racines de I’équation caractéristique :

22 4+22+2=0.
Les deux racines (complexes conjuguées) sont ici z = —1 44 (le discrimi-
nant réduit du trinéme valant —1 = 42). Les deux fonctions
tER s ettt

sont des fonctions R-linéairement indépendantes, solutions de 'EDO (1),
mais malheureusement & valeurs complexes ; une base de solutions (a va-
leurs réelles cette fois) est fournie en prenant leur partie réelle commune
t € R — et cost et leur partie imaginaire (commune au signe prés)
teR+— e ! sint.

Soit A un nombre compleze différent de —1 £ i. Déterminer (en la cher-
chant sous la forme t — cy e, avec cx € C constante convenable) une
solution particuliére o valeurs complexes de I’EDO

y'(t) 2y (t) +2y(t) =M VteR.

5. http://wuw.math.u-bordeauxl.fr/~yger/coursmismi.pdf
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En déduire, dans le cas ot a # +1, une solution particuliére
Yo R—R

de Uéquation (1) (remarquer pour cela que sin(at)e™! = Im (e(~1+adt)
pour tout t € R).
L’action de I'opérateur différentiel d?/dt? +2d/dt+21d sur t — e’ donne

(d2 Jdt? +2d/dt + 2 Id) [M] = (A2 + 2X + 2) e,
Si 'on choisit

1
A2 42042
la fonction ¢ — ¢y e est solution de PEDO

y' () + 2y (1) + 2y(t) = .
En particulier, si A = —1 + ia avec a # £1, on a

M 42X +2=(1-a®—2ia) +2(-1+ia) +2=1-a*>#0.

C\

La fonction
—t eiat

W_14iq teR+— —a2

est donc solution de 'EDO :
y'(t) +2y' () + 2y(t) = e e’
En prenant la partie imaginaire des deux membres de cette identité, on
constate que la partie imaginaire de w_j44, soit
et sin(at)
1—a?

est une solution particuliere de 'EDO (7).

Yo 1 ER+—

Soit \= —1=+i etuy :t€R+— ter. Calculer la fonction
t— ul(t) + 2ul(t) + 2ux(t).

En déduire une solution particuliére y; de UEDO (f) lorsque a = 1 ainsi
qu’une solution particuliére y_1 de UEDO (f) lorsque a = —1.

Un calcul immédiat montre que, si A = —1 44 (et donc A2 +2 X\ +2 = 0),
alors

uf () + 205 (8) + 2u(t) = 2(A + 1) X = £2i el 71D,
Si A = —1 + 4, on trouve en particulier
u” ) 420 () + 2u 4 (t) = 2e (= sint + i cost).

En prenant la partie réelle des deux membres de cette identité, on voit
que la fonction

tcost _,
e
2

est donc une solution particuliere de 'EDO (1) lorsque a = 1. La fonction
y—1 = —y1 est une solution particuliere de 'EDO () lorsque a = —1.

ty(t) = —% Re (u_14i(t)) = —



126 F. ANNALES 2012-2013, TEXTE ET CORRIGE DE L’EXAMEN DE SESSION 1

(4) Soit a = 1. Déterminer la solution y de l’équation (1) telle que y(0) = 1
et y(1) = 0.
La solution générale de 'EDO (1) lorsque a = 1 est la somme de la solution
particuliere y; et de la solution générale de 'EDO (11) lorsque a = 1. Cette
solution générale s’écrit donc (du fait des résultats établis aux questions
let3):

y(t) = ((oz —t/2) cost + 3 sint) e, a,BER.

Comme y(0) =1, on a « = 1. Pour que y(1) = 0, il convient de choisir 3

tel que

1
cosl 0,

[ sinl +

soit tanl
cotan
B=-0
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Exercice 1
(1) Soit a > 0. Dessiner le domaine D, du plan défini par :
Dy = {(z,y) € (Ry)*; 2'° +¢y"/* > a?, w4y <a}.

Lorsque # > 0 et y > 0, la condition z'/3 4+ y'/3 > a!/3 équivaut a
y'/3 > /3 — /3. Lorsque de plus on impose z + y < a, le nombre
al/3 — /3 est positif ou nul et la paire de conditions imposées pour
définir D, équivaut aux conditions :

x>0, y>0, (a1/3—x1/3)3§y§a—x.

Pour représenter ce domaine D,, il convient donc de représenter le graphe
des deux fonctions z — (a'/? — 2/3)% et  + a — 2 au dessus du segment
[0, a], ce qui est fait sur la figure G.1 ci-dessous lorsque a = 3.

25

15n

051

FIGURE G.1. Le domaine D, de I'exercice 1 (avec ici a = 3)
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FIGURE G.2. Le domaine D de 'exercice 2

(2) Calculer la surface du domaine D,. L’aire de D, vaut, compte tenu de la
figure et du théoreme de Fubini-Tonelli :

aire(D,) = / (/ dy) dx
0 (al/3—gz1/3)3

/Oa ((a — ) — (a'/? — xl/?’)g) dx

9 1/3

(a — x)*70 “ . . .
2 a'/? 2
= %—3/0 (a1/3—u)3u2du:92i0

(on a utilisé la formule du changement de variables avec z <> u® pour
passer de la ligne 2 a la ligne 3).

Exercice 2

(1) Dessinez le domaine D du plan défini par :
D:={(z,y) € R)*;1<z+y<3, 2—3y>0, z— 5y <0}

Il suffit de tracer les quatre droites limitant le domaine D, c’est-a-dire les
droites d’équation y =1—z, y =3 —z, y = 2/3, y = 2/5. Le domaine D
est alors l'intérieur du polygone borné dont la frontiere est incluse dans
I'union de ces quatre droites, voir la figure G.2.

(2) Soit w un nombre réel. Vérifier que

1 y\\ dxdy /3 sin(wt)
= :1 .
//D:z:+ysm(w(x)) T n(3) /1/5 t+1 dt

On effectue le changement de variables consistant & poser t = y/x et
v = x+y. L’application (¢,v) — (x,y) est en effet un C*-difféomorphisme
de (R%)? dans lui-méme : en effet, les conditions

t>0,v>0, y/lx=t, z+y=v
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sont équivalentes aux conditions :

_xt+y v o, ty
x>0, y>0, = vt 11 y=tr = T
Le jacobien de la transformation
(t,v) = (z,y)
vaut :
0x /0t Ox/0v (tv) = 1
dy/ot dy/dv| ot/ox  0t)dy (2(t,0),4(t.0))
ov/ox Ov/dy vy v
a?(tv) _ a(tv)

z(t,v) +y(t,v) 1+t

11 faut donc remplacer dx dy/x par dtdv/(1 + t) dans le changement de
variables. On a donc, en utilisant la formule de changement de variables
(Théoreme 1.3 du cours), puis le théoreme de Fubini-Tonelli :

oy o ()t = [ / Si“ff"” i“fi

I
— e~
e\&

(3) Vérifier que la fonction

/3 sin(wt)

+1

F :weR+— / dt
est de classe C? sur R et montrer que

1/3

F'(w) = —F(w) + /1 ) sinGet)

Soit t € [1/5,1/3]. La fonction

w > sin(wt)
est de classe C™ sur R et ses dérivées sont ¢ +— (—1)* t25%1 cos(wt) lorsque
l'ordre de dérivation 2k + 1 est impair et ¢ + (—1)*t2* sin(wt) lorsque

Pordre de dérivation est pair. La dérivée d’ordre p est majorée en tout cas
par ¢t — t? sur [1/5,1/3]. Comme

1/3 tp
dt < oo VpeN,
1/5 1+t
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le théoréme de dérivation des intégrales fonction d’un parametre (ici w)
(section 1.4.2 du cours) s’applique et 'on peut affirmer que F' est de classe
C? (méme en fait C*°) et que :

1/3t2 M t
VweR, F'(w) = ,/ Fsin(wt) o
s L+t

B _/1/3 (t? — 1+ 1) sin(wt) i@t
N 15 1+t

1/3

— _Fw)+ / (1= ) sin(wt) dt.
1/5

Former l’équation différentielle linéaire du second ordre dont F est solu-

tion en calculant explicitement l'intégrale figurant au membre de droite de

la formule établie a la question 3. Une intégration par parties immédiate

fournit :

1/3
/ (1 —1t) sin(wt) dt =
1/5

1 w(12cos(w/5) — 10 cos(w/3)) + 15(sin(w/5) — sin(w/3))
15 w?
On note que le membre de droite de cette égalité est une fonction de w
de classe C*° partout (y compris en w = 0). On note pour simplifier cette
fonction ®. ’EDO du second ordre dont F' est solution est donc

y'(W) +yw) = dw) VYweR

Ezxprimer en fonction de cette fonction F' et des paramétres nécessaires la
solution générale (réelle) de ’EDO linéaire du second ordre obtenue a la
question 4. La solution générale de ’'EDO du second ordre homogene et
a coefficients constants y” +y = 0 est

w +— a cos(w) + [ sin(w)

puisque les racines de I’équation caractéristique X2 + 1 = 0 sont +i. La
solution générale de 'EDO 3" + y = ® s’obtient donc en ajoutant a cette
solution générale une solution particuliere de cette EDO, par exemple la
fonction F. La solution générale de 'EDO 3" + y = ® est donc

w € R+ F(w)+ «a cos(w) + B sin(w), «,8€R.

Exercice 3

(1)

Soit a > 0. On note ¥, la surface de R? paramétrée par

22 cos 6

(0,2) € [0,27] x [0,a] — | 22 sinf
z

Pourquoi cette surface est-elle une surface de révolution autour d’un axe ?
Préciser lequel. On compléte la surface ¥, en lui adjoignant le disque
horizontal

Do ={(z,y,2); 2> +y* <a*, z=a}.
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FIGURE G.3. Le domaine Us (section de paraboloide plein)

Représenter le domaine borné U, de R® limité par la surface ¥, ainsi
complétée par le disque horizontal D,. En coordonnées cylindriques (r, 6, 2)
(¢f. Texemple 1.15 des notes, Paxe étant I'axe 2'Oz, r désignant la distance
a cet axe, 6 la longitude mesurée depuis le plan Oz et z laltitude), la
surface est donnée comme

Sq:={(r,0,2);r=2"0€0,27], z € [0,a]}.

Comme ’équation cartésienne s’exprime sous la forme r = f(z), ou f
désigne une fonction positive, il s’agit bien d’une surface de révolution
autour de ’axe par rapport auquel est effectué le repérage cylindrique, en
Poccurrence ici axe 2'Oz. La courbe que ’on met en révolution autour
de l'axe 2'Oz est Parc de parabole d’équation z = 22, z € [0,a] dans le
plan zOz. La section de cette surface X, par le plan horizontal d’équation
z = a est le cercle de centre (0,0,a) et de rayon a? situé dans ce plan
horizontal. En complétant ¥, par le disque horizontal D,, on réalise bien
une surface fermée puisque l'intersection de X, avec le plan horizontal
d’équation z = 0 se réduit au point (0,0, 0). Voir la figure G.3.

(2) Calculer, en un point (z,y,z) du bord de U, (on distinguera le cas ot ce
point est dans X, du cas ou ce point est dans l'union des deuxr disques
horizontauz) le vecteur unitaire normal au bord de U, en ce point, dirigé
vers Uextérieur de U, (lorsque (x,y,z) € 3., on exprimera ce vecteur
normal en fonction des valeurs des parameétres (0, z) spécifiant la position
du point (z,y, z)).
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Lorsque le point (z,y, z) est un point de Dy, le vecteur normal unitaire
pointant vers l'extérieur de U, est le vecteur k= (0,0,1). Supposons
maintenant que (z,y, z) soit un point de X, de parametres (6, z). On a,
pour tout (6, 2) € R?

P 22 cos @ —sin 6
20 22sinf | = 22| cos®
z 0
D’autre part :
9 22 cos# 22z cos b
EP 22sinf | = [ 2z sinf | ,
o z 1

Le produit extérieur de ces deux vecteurs (dans cet ordre, la dérivée par
rapport a 6, suivie de la dérivée par rapport a z) est égal a

cos
2% | sind
—2z

Ce vecteur est un vecteur de norme 22v/1 + 4 22. Le vecteur unitaire de-

mandé est donc
cos 6

1
sin 6

\/].+42’2 722

En effet, comme la derniére composante & une coordonnée strictement
négative et que la courbe d’équation r = f(z) présente une branche para-
bolique dans la direction du demi-axe Or (la concavité est tournée < vers
le bas =), ce vecteur unitaire pointe bien vers l'extérieur de Uj,.

Calculer le flux sortant du champ de vecteurs
x
F=xi+y ] + 2k = y
z

au travers du bord de U,. Ce flux se calcule (d’apres le cours et les calculs
faits a la question 2) comme la somme :

Aire (D,) x a + flux sortant au travers de 3,
o cos 0 z? cos @
ma —|—/ / < sinf | , [ 2% sinf >d9dz
-2z

z
a 2m 5
3
7Ta5—/ / Adods =210
o Jo 5

(on ajoute en effet le flux sortant au travers du disque horizontal D, et le
flux sortant au travers de la surface ¥,).

Rappeler ’énoncé de la formule de Stokes pour un domaine borné de ’es-
pace (formulation de Green-Ostrogradski ou encore de la divergence) et
déduire du calcul de flux effectué a la question 3 la valeur du volume du
domaine U,.
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C’est le Théoreme 1.9 du cours que 'on demande de rappeler ici :
< le flux sortant d’un champ de vecteurs F au travers de la frontiére d’un
domaine volumique borné U est égal a l'intégrale de volume sur U de la
divergence de ce champ de vecteurs >. Dans notre cas, la divergence du
champ de vecteurs est constante et égale a 3. Le flux ® est donc, d’apres
la formule de Green-Ostrogradski, égal a trois fois le volume de U,. On a

donc

71'(15

1 a = —.
vol(U,) 5
Exercice 4

On considere ’équation différentielle du premier ordre
ty'(t) +y(t) = ty’(t) (%)

Soit tg > 0 et yo € R. Le but de l’exercice est de déterminer, avec son intervalle
ouvert de définition I C]0,+oo|, l'unique solution mazimale

y :tel C]0,+oo[— y(t)

de UEDO (x), de classe C* sur son intervalle ouvert de définition I (contenant ty),
telle que de plus y(to) = yo.

(1) L’équation (x) est-elle une équation différentielle linéaire du premier ordre ?
De quel type est cette équation ? Ce n’est pas une EDO linéaire du fait
de la présence du teme ty3(t). En revanche, il s’agit d'une équation de
Bernoulli (avec « = 3) car on peut 1’écrire si I'on prend comme espace des
états U =)0, co[xR sous la forme

v =1 4y,

(2) Déterminer un changement de fonction inconnue y — z qui permette de
ramener la résolution de (x) a celle d’une EDO de la forme :

2'(t) = A(t) 2(t) + B(t) (%)
(ot A et B sont des fonctions que l'on précisera). Comme « = 3, on sait
que le changement de variables approprié consiste & poser z = y' =3 = y 2.
On trouve donc
y'(t) 2 z(t)
") = -2 = -2 =-242—
e R T 0
C’est une EDO (cette fois linéaire) de la forme voulue avec A(t) = 2/t et

B(t) = —2.

(3) Soit z9g € R. Déterminer la solution de (xx) telle que z(tg) = zp. La
solution générale de ’EDO sans second membre

z’(t)f2@50

est
2(t) = C't?, C eR.
La méthode de variation des constantes donne ici

C'(t)t? = —2,
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soit 5
C(t) = 7t v eR.
La solution générale de PEDO (xx) est donc
2(t) = 2t + 2.
Pour que z(tp) = 2o, il faut choisir
20 — 2t

v = 7(to, 20) = 2
0

(4) Déduire de la question 3 'expression exacte de la solution mazimale y :

I CJ0,4+o00[— R de (%) telle que y(to) = yo (on distinguera les casyy = 0 et
yo 7 0). Quel est Uintervalle de définition de cette fonction y ? Si yo = 0,
la fonction identiquement nulle sur |0, 4o00[ est (d’aprés le théoréme de
Cauchy-Lipschitz, théoréme 2.2 du cours) 'unique solution de 'EDO (x)
telle que y(tg) = 0. Si yog # 0, on pose 2o = 1/y¢ . La solution y cherchée
est la fonction
1 20 — 2 to
e (2t + y(to, 20) £2)” o, 20) = 5

(d’apres le résultat établi a la question 3). L’intervalle de vie de cette
solution est le plus grand intervalle ouvert de |0, 4o00[ contenant ¢ et sur
lequel ¢ ne prend pas la valeur —2/7(to,20). On note que, du fait que
20 # 0, on a toujours Y(tg, 20) # —2/to, i.e. to # —2/7(to, 20). Il convient
de discuter.
— dans le cas olt 29 — 2tg = 1/y2 — 2to > 0, cet intervalle est ]0, +oo]
tout entier car —2/7(to, z0) < 0 dans ce cas;
— dans le cas ot z9 — 2tg > 0, on a (to,29) > —2/tog, i.e. tg >
—2/(to, z0) et I'intervalle de vie de la solution est |—2/~(¢o, z0), +00[.

Exercice 5

Soit a € R. On considére l’équation différentielle du second ordre sur R (a4 coeffi-
cients constants, mais avec second membre) :

y'(t) =5y (t) +6y(t) =te' VteR. (1)

(1) Déterminer toutes les fonctions y : R — R de classe C? solutions de

Uéquation différentielle homogéne :
y'(t) —5y'(t) +6y(t) =0 VteR. (1)

(on cherchera & déterminer une base du R-espace vectoriel des solutions
de UEDO (T1) aprés avoir précisé quelle est la dimension de ce R-espace
vectoriel). D’apres I’étude des EDO linéaires (section 2.4.2 du polycopié,
voir aussi le cours de MISMI !, section 3.9.3), le R-espace vectoriel des
solutions de 'EDO homogene (f1) est de dimension 2 : en effet, étant
donné un point ¢y € R (arbitraire) et un couple (yo,y,) de nombres réels,
il existe une et une seule solution y : R — R de classe C2, solution de
(t1), et telle que de plus y(to) = yo et y'(to) = y,. Pour trouver une base
de solutions, on cherche les racines de I’équation caractéristique :

22 -5246=0.

1. http://www.math.u-bordeauxl.fr/~yger/coursmismi.pdf
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2)

Les deux racines (ici réelles) sont z = 2 et z = 3 (le discriminant du
trindme valant 1). Les deux fonctions

teRr— €%, teR— e

sont des fonctions R-linéairement indépendantes, solutions de 'EDO (1t).
La solution générale de (ft) (& valeurs réelles) est donc

teR—ae?+ 3% a,BeR.

Déterminer une solution particuliére de ’EDO (T) (on la cherchera sous la
formet — z(t) et o z désigne une fonction inconnue). Soit D opérateur
différentiel d/d¢. On a

Dlz(t)e'] = (2(t) + 2/ (t) €', D?[a(t)e'] = (2(t) +22'(t) + (1)) ".

On a donc
(D? —5D +6)[2(t)e'] = (2"(t) — 32/ (t) + 22(t)) e'.
Pour trouver une solution particuliere de (1) de la forme t — z(t) €, il
suffit de trouver une solution particuliere ¢ — z(t) de 'EDO
2'(t) — 32 (t) +22(t) =t VteR.
On cherche cette solution sous la forme ¢ — at + b, ce qui donne
—3a+2(at+b) =t VteR,

soit, par identification @ = 1/2 et b = 3/4. La solution particuliere de
I'EDO () ainsi trouvée est
t 3
teR— (f 7) L
S 5 + 1 e

Déterminer la solution y de ’équation (T) qui satisfasse aux contraintes
y(0) =1 et y(In(2)) = 0. La solution générale de 'EDO (}) est, d’apres
les résultats établis aux questions 1 et 2 :

t 3
teRl—>a62t+BeBt+<7+7)et, a, B eR.

2 4
Pour que cette solution satisfasse y(0) = 1, il faut que
a+pB+3/4=1
Pour que cette solution satisfasse y(In(2)) = 0, il faut que
In(2) 3
4 2( 7) =Y,
a+ 88+ 5 + 1 0
solt 2In(2) + 3
a+28+ % 0.
On obtient
2In(2) +5 1 7+ 21In(2
g ZM@+5 1 T42m()

8 )
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des intégrales fonction de parametres
réels ou complexes, 22
convergence dominée, théoreme de, 18
convergence monotone, théoréeme de, 13
cylindriques
intégration dans ’espace en coordonnées,

34

différentiabilité
des intégrales fonction d’un parametre
complexe, 28
des intégrales fonction de parametres
réels, 23
différentielle ordinaire
équation, résoluble en Y’, 59
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dipdle, 40
Dirichlet

formule de, 26

probleme de, 28
divergence

d’un champ, 42

EDO
d’ordre supérieur, résoluble en Y(k)7 58,
60
résoluble en Y’, 59
EDO résoluble en Y’
solution d’une, 59
solution maximale d’une, 59

états

espace des, 57
Euler

angles d’, 33

formule d’, 15

flux sortant

au travers du bord d’un domaine, 43
fonction indicatrice, 9
forces

champ de, 42
Fourier

transformation de, 20, 26
Fubini

théoreme de, 38
Fubini-Tonelli

théoréme de, 36

Gamma, fonction, 15
Gaufl
formule de, 33
gaussienne, 33
Gronwall
critere d’existence de, 65
Thomas, 65
Green
formule de, dans ’espace, 51
Green-Ostrogradski
formule de, en dimension 2, 45
formule de, en dimension 3, 50
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Green-Riemann
formule de, 52

initiales, conditions
dans un probléme de Cauchy pour une
EDO, 60
instabilité
d’un point d’équilibre, 75
intégrable
fonction positive, 10
sous ensemble de R™, 6
intégrale
d’une fonction positive sur R™, 10
d’une fonction positive sur un ensemble
mesurable, 10
intégration
sur un arc de courbe, relativement a la
mesure de longueur, 44
sur un morceau de surface, relativement
a la mesure de surface, 47

Lagrange

formule de, 66, 67
Laplace

transformation de, 21, 30
laplacien, 51
Lebesgue

mesure de, 8

théoreme de, 18

tribu de, 8
linéaire

EDO, 64, 66
lipschitzienne

localement, par rapport a Y, fonction, 64
longueur

mesure de, sur un arc de courbe

paramétré de R™, 43

Lotka

Alfred James, 74
Lotka-Volterra

modele de, 74
Lyapunov

théoreme de, 75

maillage

d’un domaine plan, 41

d’un domaine volumique de R3, 50

d’un segment de R, 39
maximale

solution d’une EDO, 59
Mellin

transformation de, 21, 30
mesurable

sous-ensemble de R™, 6
moindre action, principe de, 28
Monte-Carlo, méthode de, 7

négligeable
sous-ensemble de R™, 6

INDEX

normale, loi reduite centrée, 33

orientation

respect de I, dans le plan, 40
ouvert

de R", 1

phases
espace des, 57
point fixe
théoréme du, en dimension finie, 61
polaires
intégration dans le plan en coordonnées,
32
probleme de Cauchy avec condition initiale
solution d’un, 60
solution maximale d’un, 61
produit extérieur
de deux vecteurs de R3, 4
produit mixte
de trois vecteurs de I’espace R3, 5

résoluble en Y’

équation différentielle, 57
Riemann

critere de, 13

méthode de, 11

sphériques
intégration dans ’espace en coordonnées,
33
stabilité
d’un point d’équilibre, 75
stationnaire
trajectoire, pour un systéme autonome,
74
Stokes
formule de, dans le plan, 52
formule de, sur un graphe dans ’espace,
53
surface
mesure de, sur un morceau de nappe
paramétrée de R3, 47

tesselisation
d’un domaine volumique de R3, 50
théoreme fondamental
en dimension 1, 40
en dimension 2, 44
en dimension 3, 48
pour le simplexe Ag du plan, 41
pour le simplexe As de 'espace, 47
travail
d’un champ de vecteurs le long d’'un
chemin, 51
triangulation
d’un domaine plan, 41
tribu, 8

valeurs singulieres
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décomposition en, 6
variables

changement de, dans les intégrales, 31
variables séparées, équation a, 72
variation des constantes

méthode de, 66
vie

intervalle de, d’une solution d’EDO, 59
Volterra

Vito, 74
volume 1-dimensionnel

sur un arc de courbe paramétré de R", 43
volume 2-dimensionnel

sur un morceau de nappe paramétrée de

R3, 47

volume n-dimensionnel

d’un ouvert de R™, 2

d’un pavé ouvert de R™, 2
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