Intégration L3 Semestre 5 2005
Corrigé du DM2
Probleme 1.

Soit (X, 7, w) un espace mesuré avec pu(X) =1 (espace de probabilités).
Soit f € LNX, T, u), f>0.

1- Montrer que In f est mesurable.
Solution.

Comme In z est continue pour x > 0 elle est borélienne et In f est mesurable comme composée
de fonctions mesurables.

On supposera désormais que In f € L*(p).
2- Montrer que / In fdu < 111/ f dp. (On pourra remarquer que V¢ > 0, Int < t—1 et commencer

X
par supposer que || f|; =1.)
Solution.

Comme Vt > 0, Int <t —1et queInf € L'(u) et que f — 1 aussi car 1 € L'(u) puisque
wX)=1<oo,onalnf < f—1etdonc

/mfcms/ (F=Vdp=fl,—1=0=Tn|f],.
X X

si || f]l; = 1. Pour le cas général on pose g :=

=9 € LY(u), |lgll, =1 et on peut appliquer & g

Iy
I'inégalité ci-dessus :

/lngdu<0:>/ln /lnfd,u—/lanHld,uSO,
L X

mais/lanH1 duzlanHl/ dp =1In| f]j, d’ou ﬁnalement/lnfd,uglanleln/ fdpu.
b X X X

3- Montrer qu’il y a égalité dans 2- si et seulement si f = Cste > 0.
Solution.

On se ramene au cas ||f||; = 1 comme ci-dessus d’ot, s'il y a égalité / In fdu = 0. Mais si
X
E:={re X tq Inf(z) < f(z)—1} est tel que u(F) > 0, alors

/lnfd,u:/lnfd,u—i—/ lnfd,u</(f—1)d,u+/ (f—1)du<0.
X E X\E E X\E
Donc u(E) =0 et donc In f(x) = f(x) — 1, p.p. Mais Int =t — 1=t = 1 donc f(z) =1 p.p. donc
la classe de f est bien constante et égale a 1. Dans le cas général il vient donc f = || f||;.
e’ —1

4- Montrer que —a quand p—0.

Solution.
pa 0

e
Comme €? =1 on a plii)n (epa)p—o — a(eP) =g = a.

5- Soit {py }nen une suite décroissante de réels positifs tels que p,—0 quand n—o0. Montrer que



—1In f en décroissant quand n—o0.

Solutioﬁ. P nf 1
On pose ¢;(p) := = exp(plnt) - . Cette fonction est définie pour p > 0 et sa dérivée
p p
est
, Intexp(plnt)p —exp(plnt) +1  PInt? — P +1
gbt(p) = 2 - 2 .
p p
Avec u := 7 il vient ¢;(p) = — (ulnu —u+1). Mais la fonction ¢)(u) := ulnu — u+1 est minimale

quand sa dérivée est nulle ¢/(u) = Inu = 0=u = 1 et la on a ¥(1) = 0 qui est bien le seul
minimum possible. Donc on a que ¢}(p) > 0 et la fonction ¢;(p) est donc croissante de p. Ainsi avec
t = f(x) on a que

fp —1 Pn _ 1

est une fonction croissante de p. Donc si p, \, 0 la suite est décroissante.

p Pn
Elle converge vers In f par la question précédente avec a = In f.

6- Montrer que Vp < 1, f? <1+ f. En déduire que si p,—0, fx fPrdp—-1.
Solution.

Sif<1, fP<1=fP <1+ fcar f>0.

Sif>1, fP< fcarp<1,donc fP < f+1. On atoujours Vp < 1, fF <1+ f.

On sait que si t > 0, t»»—1 quand p,—0 donc sur f(x) > 0, f(z)’»——1Posons E := {z €
X t.q. f(x) > 0}, comme In f est intégrable alors nécessairement E° est négligeable donc u(E) = 1.
Ainsi fP»—1, p.p. quand n—oc.

D’autre part |fP»| = fP» < 1+ f € L'(u) on peut donc appliquer le théoréme de convergence
dominée de Lebesgue :

/fp”d,u—>/ du = 1.
b's b's

7- Déduire de 5- que ln/ fPrdy — / (fPn—1) du' —0 si p,—0. (On pourra poser
X X

ap ::/ fPrdp).
X
Solution.

Avec a,, = fPrdu on a par 5- que a,—1 et comme |Int —t + 1| —0 quand t—1 on a

le résultat.

1/p
8- Déduire de 4- et de 5- que lim (/ f? d,u) = exp/ In f du.
p—0 X X

Solution.
Comme la fonction exponentielle est continue, il suffit de montrer que

1
lim—ln</ fpd,u):/lnfd,u.
p—0p X b's

Donc il suffit de voir que pour toute suite p,—0 on a

1
lim —In </ fp”d,u) :/ In fdpu.
00 Pn X X



Supposons que p,—0 en décroissant, alors on a par 5- que

pn_l
tn ::f N In f
Pn
donc
P -1 1
Inf<t,<ty= p—:>|tn| < |In f| + [to] € L* (1),

et on peut utiliser le théoreme de convergence dominée de Lebesgue :

/thd,u—>/Xlnfdu. (0.1)

D’autre part on a

/Xf”dﬂz/x(fp—l)d#+1=p/xfpp_ldfwl,

d’otu, avec p = p,, / fPrdpy =1 —|—pn/ t, dpu.
) b's b's

nsi
1 1
—ln</ fp”du) =—ln(1+pn/tndu) :/tndu+e( n(/ tndu)Q),
Pn X Pn X X X

car grace a 6- p, | t,du—0 et on développe le logarithme a 1’ordre 2.

X
1

Dot — In (/ fPn d,u) :/ Ly dpy + pre ((/ tn d,u)z) —>/ In fdu,
Pn X X X X

par (0.1) et le résultat dans ce cas.
Si maintenant p,—0 de manicre quelconque, on pose 1, := infy<, pr, Sn = SUPy>,, Pk, alors
on a que r,, S, sont deux suites décroissantes vers 0 et r, < p, < s,. Ainsi
fsn_l fpn_l frn_l
- < <

et le résultat.

)

Probleme 2.

Soient (X, 7, p) un espace mesuré, f une fonction mesurable a valeurs positives. On pose,
pour A >0, F(A) == u(f > A) = u({x € X t.q. f(x) > A}).

1- Montrer que F' est une fonction décroissante et continue a droite.
Solution.
Comme {z € X t.q. f(x) > A} C {z € X t.q. f(x) > N} si N <\ et quune mesure est une
fonction monotone on a que F' est décroissante.
Il suffit de montrer que si A, \, A alors F'(\,)—F()). Posons
A, ={r e X tq f(z) >N}, A:={z € X t.q. f(x) > A} alors A, /" A et comme une
mesure est sequentiellement monotone continue, il vient
(A, —u(A) et le résultat.

Sk

2- Montrer que si f € L*(p) il existe une constante A > 0 telle que F()\) <

Solution.



C’est du cours : on pose Ay := {x € X t.q. f(z) > A}, alors
= [ sz [ pdwza [ du=ana) = apo),
b'e

Ax
la premiere inégalité car f > 0 et la deuxieme car f > X\ sur A,.

3- Soit { f }nen une suite croissante de fonctions mesurables positives, tendant vers f quand n—o0.
Montrer que, si F,,(A) := u(f, > A), alors F,, converge en croissant vers F.
Solution.

Ona f, /" fdonc {f, > A} /" {f > A} et comme p est sequentiellement monotone continue,
on a que F,—F.

4- Calculer F' lorsque f est une fonction caractéristique, puis lorsque f est une fonction simple que
n

I’on prendra sous la forme Z Ozlej, avec 0 < oy < g < --- <y et les A; disjoints.
7=1

Montrer que dans ce cas F' = Z (A [0 ol
j

J=1
Solution.

Soit f =1ga,alorssiA < lona{f > A} =A=F\)=u(A).SiA>1, {f >} =0=F(\) =
1(0) = 0.

On adonc F'(A) = pu(A),17()), ces deux fonctions prenant les mémes valeurs aux mémes points.

Sif= Z ajl A avec les hypotheses ci-dessus, alors on constate encore que F'(\) et

j=1
n

E (A 0 o )\) prennent les mémes valeurs au mémes points donc sont égales.
]

5- Soit ® une fonction positive définie sur [0, +oo[, dérivable et a dérivée positive, telle que ®(0) = 0.
On se propose de montrer que, quelle que soit la fonction mesurable f a valeurs positives,
o0

| endu= [ Poj@yar

0
ou @' est la dérivée de ® et d\ est la mesure de Lebesgue sur R.

a) Montrer que si f = Zalej, avec 0 < oy < g < -+ < a, et les A; disjoints alors on a
j=1

bien /X(ID(f)du:/O F(A\)®'(N) dA.
Solution.

On a vu que dans ce cas F' = Z,u [0 o d’ou
j=1

| roeoan=3"ua) [T, o 0¥

doi /0001[07 o [V dA = /Oaj (N d\ = d(a;) — D(0) = B(ay)



et donc /00 F)®'(\)d\ = iu(AJ)CD a

D’autre part comme la dérivée de ® est positive, ® est croissante d’ou
§I) =3 beng,— IR >~ olesulet)

Ainsi on a bien /

O(f)du = /OO F(X\)®'()\) d) dans cas.
X 0

b) Montrer que /

O(f)dp = / F(A\)®'(N\) dX\ pour toute fonction f en utilisant la question
X 0

Solution.
Soit f une fonction mesurable positive. Il existe une suite de fonctions simples mesurables
positives f, telle que f,,  f. On peut écrire chaque f,, comme

fn = zn: gl gn,
— J

avec toujours lgs mémes hypotheses que ci-dessus. On en déduit donc que
vn, / O(f,)du = / F,(\)®'(\) dA. (0.2)
X 0

Mais comme ® est croissante et continue, la suite de fonctions ®( f,,) est aussi croissante et converge
vers ®(f), et F), est aussi une suite croissante qui converge vers F' par la question 3-.
On peut donc appliquer le théoréeme de Beppo Lévi au deux membres de (0.2) et on a

/ (fn) du—>/ f)du, / F.(\) d)\—>/ A) dA,

d’ou/cb(f)d / (AP () dA.

X 0



