COURS MIAS 301
Devoir Surveillé 4, Jeudi 19 Décembre 2002, 1h 20 mn

TEXTE (en italiques) + CORRIGE (en roman)
ALGEBRE

Exercice 1. Soit E le R-espace vectoriel des fonctions polyndomiales
teR—ag+at+ast?, a,€R,0<k<2

(avec les opérations d’addition Py + Py :t — Pi(t) + Py(t) si P, P, € E et
de multiplication externe N\e P :t — AP(t) si A€ R et P € E) et, sur ce
R-espace, la forme quadratique

P — Q(P) := /1 P2(t) dt.

0

a. Montrer que Q est une forme définie positive sur E ; quelle est la matrice
de la forme polaire de Q dans la base B de E définie par

B={t—1,t—t,t—t}?

Comme 'intégrale sur [0, 1] d’une fonction continue positive est positive, on
a bien

VPeE, Q(P):/Olp(tfdtzo,

ce qui implique bien que @ est une forme quadratique positive.

Il faut maintenant montrer que la forme est définie. Si Q(P) = 0 et P(t) # 0,
il existe un intervalle [ty, to + €] ou [ty — €, 1] avec € > 0, contenu dans [0, 1],
et sur lequel P?(t) > P?(ty)/2 (par continuité de t — P?(t) en t = ;) ; on
aurait donc, comme Ijo4(f) < Io5(9) si f < g,

P?(ty)
2

1
/ P%(t)dt > ¢ >0,
0

ce qui est en contradiction avec Q(P) =0 ; donc Q(P) =0 = P =0, ce
qui prouve que la forme Q est bien définie.

On a, si P(t) = ag + ait + aot?,

1
Q(P) = /0 (a5 + a?t” + a3t* + 2(agast + arant® + agast?)| dt

2 2
2 , 07 Qg aoay a10a9 QpQag
= — — 2
a0+3+5+(2+4+3)
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La matrice de la forme polaire © de Q dans la base B (on dit aussi, comme
dans le cours, la matrice de Q dans la base B) est donc

1 1/2 1/3
Me s = Mg = (1/2 1/3 1/4).
1/3 1/4 1/5

b. Soit D le R-endomorphisme de E dans lui-méme défini par D|P] = P’ ;
écrire la matrice Mpg de D dans la base B, puis exprimer en fonction de
Mp p et de Mg s la matrice dans la base B de l’adjoint D* de D (relativement
au produit scalaire induit par Q) [on ne cherchera pas d inverser la matrice

Mg 5/
On a

Dit—1) = t—0
Dit—t) = t—1
Dt —t) = t—2t,

et par conséquent la matrice de D dans la base B est

010
A4iLB = 0 0 2 .
0 0 0

Pour trouver la matrice de I’adjoint, on doit utiliser le fait que cet endomor-
phisme D* est défini par

e(D(V), W) =e(V,D"(W)), (*)

ol O est la forme polaire de Q ; si A est la matrice (inconnue) de D* dans
la base B, on a donc, en écrivant matriciellement (*)

1 1/2 1/3\ (0 1 0\ [m
(Y1,Y2,Y3) (1/2 1/3 1/4) . (0 0 2) ° (3:2)
1/3 1/4 1/5) \o 0 0] \a

1 1/2 1/3 Z1
= (y1,90,y3) ® ‘A e (1/2 1/3 1/4) ° (1'2) .
1/3 1/4 1/5 T3

La matrice A = Mp- 3 s’obtient donc en écrivant
1 1/2 1/3 01 0 1 1/2 1/3
1/2 1/3 1/4|e|0 0 2|=*Ae|1/2 1/3 1/4],
1/3 1/4 1/5 00 0 1/3 1/4 1/5
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soit

1 1/2 1/3 0 10 1 1/2 1/3
PA=11/2 1/3 1/4|e|0 0 2|e|1/2 1/3 1/4
1/3 1/4 1/5 0 00 1/3 1/4 1/5

On a donc la formule
. 1
A=MoseMpse Mos| |

soit, en transposant,
t -1y t -1
A="[Mgg| o'Mpse™Mop=|Mgs| e'MpseMgs

puisque Mg 5 est symétrique.

c. Construire une base orthonormée (relativement au produit scalaire induit
par Q) B:= {th, V1, ¥}, U, étant, pour j = 0,1,2, une fonction polynomiale
de degré j. Quelle relation simple y a-t-il entre les matrices de D et D*
écrites dans cette nouvelle base B ?

On peut prendre pour %, la fonction ¢ — 1 ; posons
1171 = [t — t] — @(t — t, 170)’170,

c’est-a-dire . .
u”)'lzt—)t—/udu:t——;
0 2

on a O (v, w;) =0 ; comme

At — £ —1/2) :/01(75—1/2)2dt: =

on peut donc prendre

pour obtenir un vecteur orthogonal & 7, tel que Q(¥;) = 1, et correspondant
a une fonction polynomiale de degré 1.

Posons maintenant
Wy = [t = 1*] — Ot = 12, 0) 0y — Ot = t2,01);
on a

1 1
Wa :t—>t2—§—2\/§(/0 u2(u—1/2)du)171,

3



soit

Wy :t%tQ—l—%XZ\/g(t—l),

3 12 2
soit
Wy :t—1 —t+6
Or
Q) = [(# —t+ )2t =
27 o 6’ " 180’

on peut donc prendre comme troisieme vecteur
1
T 1t —3V20(2 —t+ 8) ;

le systeme (v, U1, V) est orthonormé relativement & la forme ©.

D’apres le cours, les matrices de D et D* dans cette base orthonormée sont
transposées I'une de 'autre.

ANALYSE

Exercice 1.

a. On suppose que [a,2"],>o est une série entiére de rayon de convergence R
strictement positif telle que, si S, S', S" désignent respectivement la somme
de la série entiere, celle de la série dérivée, celle de la série dérivée deuz fois,
dans le disque ouvert de convergence D(0, R), on ait

Vz€ D(0,R), (1—2%)8"(2)—225"(2)+S(2)=0. (%)

Trouver une relation simple entre a, et a, o pour n > 2, ainsi que des
relations entre ag et ay d’une part, a, et az d’autre part.

Supposons que [a,2"]|,>0 soit une telle série entiere. On sait que, pour z dans
D(0,R),

o0 oo

S"(z) =Y (n+1)(n+2) an22" = > n(n — 1) a,2" >

n=0 n=2
et que
oo
z8'(z) = ) nanz",
n=0
d’ot il résulte que la relation (*) équivaut & la suite de relations

Vn>2, (n+1)(n+2)apo — n(n — 1)a, — 2na, +a, =0,
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soit
n(n+1)—1

n+1)(n+2)’

combinée avec les deux “conditions initiales”

an+2=an( Vn>2,

2a2+a0:6a3+a1:0.

b. Montrer qu’il existe une unique série entiére [a,2"|n>0 Solution du proble-
me (*) posé au (a), avec de plus ay = 1, a3 = 0 ; quel est le rayon de
convergence de cette série entiére ¢

On voit que si [a,2"],>0 est solution du probleme, alors, pour £ > 1, on a

2k(2k+1) -1
2k +1)(2k +2)

Q2(k+1) = a2k(

et que, toujours pour k£ > 1,

2k+1)(2k+2)—1

B T T OR ) 2k +3) ()
Sia = 0, on a aussi a3 = —a;/6 = 0 et tous les agxy 1 sont nuls pour
k > 0 a cause de (1). Les ag, £ > 0 se calculent de proche en proche ;
on a a; = —ao/2, puis ensuite, on utilise les relations (). La série [a,2"]|n>0

solution de probleme une fois imposées les conditions ag = 1 et a; = 0 est
donc bien unique.

Comme

. lasge+y| . 2k(2k+1)—1

1m = =1,
k=00 lagy|  k—oo (2k + 1)(2k + 2)

la série [as;2?*]>0 ainsi construite a, d’aprés la régle de d’Alembert, un rayon

de convergence égal a 1.
Exercice 2.
a. Montrer que la fonction

_log(1-1)

tel-1,1\{0} — ;

se prolonge en une fonction de classe C* dans | — 1,1] (que l’on notera de
la méme maniére).

On sait que, dans | — 1, 1[, la fonction

t — —log(l—1)
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s’exprime comme la somme de la série primitive de la série [2"],>¢, puisque
cette derniere série, de rayon de convergence 1, a pour somme

1
1—=z

S 1z—

dans D(0,1) et que la dérivée sur | —1,1[ de t — —log(1 —t) est précisément
t — 1= = S(t). On a donc

ootk
Viel—1,1[, —log(l—t)=> —;
i K
on a donc :
log(1—¢) Xttt X ¢k
—1,1 —— = — =
vie - 1IN0y, Bl =y o=y

Comme la série entiere [t*/(k + 1)]x>0 a pour rayon de convergence 1, la
fonction somme

>t
t—
= k+1
est une fonction C* sur | — 1, 1] (d’apres le cours). Cette fonction prolonge
donc bien a | — 1, 1] la fonction
log(1—1
t— —% .

b. Montrer que pour tout t €] — 1,1],

tlog(1 — u) > ¢k
S
/o u " kglkz

Comme la série [t*1/k];>1 converge normalement sur tout intervalle fermé
inclus dans | — 1,1], la convergence est uniforme sur un tel intervalle et
I'on peut affirmer (intervertion du symbole d’intégration et du symbole de
sommation sous I’hypothése de convergence normale) que, si t €] — 1, 1],

t oou/c—]. y © 1 t k_ld 3] tk
)= [ a2

On a donc bien la formule voulue.

c. Quel est le rayon de convergence de la série entiére [2* /k*|y>1 ¢ Comment
se comporte cette série entiére en un point du cercle de convergence ¢
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La regle de d’Alembert nous dit immédiatement que le rayon de convergence
de la série [2¥/k?|>1 vaut 1. Si |z] = 1 la série numérique [2*/k?|;>1 est
absolument convergence car son terme général est de module 1/k? et que
la série de Riemann [1/k%];>; est convergente. La série [2*/k?] est donc
convergente pour tout z appartenant au cercle de convergence (ici le cercle
de centre 0 et de rayon 1).

d. Montrer qu’il existe € > 0 tel que

Vv €]0,¢], |logv| <

Sl

En déduire que la suite numérique

/1% log(1 — u) du
0 u n>1

est une suite de Cauchy, donc convergente.

Si v tend vers 0 par valeurs positives, on sait que |logv|/v tend vers 0 (la
fonction puissance imposant sa limite au logarithme). Il existe donc € > 0
tel que

Vv €]0,€], |logv|vv<1.

Si g >p>max(2,1/¢), on a

/1—% log(1 — u) s — /15 log(1 — u) du‘ B
0 0

/11/q log(1 — u) du
1

U U ~1/p U

1/p logv
d
/ v

/q 1—w
U | logo|
d
A/q 1—w v

/1/17 1 d
——dv
1/¢ Vv (1 —0v)
/1/p 1 d
—dv
1/¢ /v (1 =)
1/p 1
2 —dv

= /¢ Vv
(G )

cette derniere expression peut étre rendue arbitrairement petite si p est assez
grand, ce qui montre que la suite

/1% log(1 — u) du
0 u n>1



est bien de Cauchy, donc convergente (d’apres le critere de Cauchy pour les
suites numériques).

e. Prouver la formule

s -1 _

Zi:_hm (/ Mdu).
k2 n—+00 0 U

Comme la série entitre [2¥/k?|;>1 converge au point z = 1 du cercle de
convergence, la convergence de cette série entiere est uniforme sur [0, 1] (c’est
le critere d’Abel pour les séries entieres). La somme de cette série entiére
(dans [0, 1[) se prolonge donc en une fonction continue sur [0, 1], de valeur en

t = 1 la quantité
<1
Z =
i k?

(valeur de la somme de cette série entiere en z = 1). Comme

S(1—1/n) :—Al_%wdu

u

d’apres le (b), on a donc bien
<1
lim S(1-1/n) = 2_: oh

ce qui est la formule voulue.



