CHAPITRE 3

Nombres réels et propriétés de R



Fractions : développements
décimaux

le point de vue « concret » (hérité de I'enseignement primaire)



Rationalité développement
décimal periodique

23456 0 33567
3315 80
0,69

L’un des 33567
restes possibles !



Développement décimal périodique
rationalité

X =12, 431572

1000 (1000 x - 12431)= 572, 572

1000 x - 12431 =0, 572
1000 (1000 x -12431) - 572 = 1000 x - 12431

x = (999 x 12431 - 572)/999000



Fractions : ecriture
décimale et décimaux

x = m + o, dl dz d3 d4 L ] | dp L L LR
f ‘\‘\ gecimales

Partierentiere

m+0,d,d, d.d,.. d, O
— nombresidecimaux

m+0,d,d,d,d,.. (d-1) 9



Un « manque » a Q : un
ensemble majoré n’a pas
nécessairement de plus
petit majorant dans Q !

Exemple : I'ensemble des
nombres rationnels positifs dont
le carré est inférieur ou égal a
2!

Il faut en connaitre une
(ou plusieurs) preuves !!



Une approche de I’ensemble des
nombres réels : les
développements décimaux

« illimités »
x=m+0,d,d,d;d, .. d;....

Q= {developpements illimites

avec motif periodique}




Un ordre sur R

x=m+0,d,d,d,d; ... d ..

x'=m’ +0,d,’d’ d;’d.’ e d’ .

x est « inférieur ou égal a x’ » si et seulement
si m est inférieur ou egal a m’ et si la suite (d,)
précede la suite (d’, ). pour l'ordre
lexicographique

construit a partir des lettres {0,...,9}

n



Suites de nombres réels et
convergence o= (1)

x =m + 0, d cl,,,2 d,,,a dogoe d e

=m+ O, J o d ‘d“.. ‘dp...

La suite de nombres réels (x ), converge vers le

nombre réel x si et seulement si:
1. La suite d’entiers relatifs (m_ )  finit par

« stationner » pour n assez grand a |’entier
relatif m

2. Pour tout entier positif p, la suite de chiffres
(d,.), finit par « stationner » pour n assez

grand a I’entier d,



Une propriété essentielle des

suites monotones de nombres
reels

Toute suite (x, ), de hombres

réels croissante (au sens de
I’ordre) et majorée est

convergente
Toute suite (y, ), K de nhombres

réels decroissante (au sens de
I’ordre) et minorée est

convergente




Les opérations sur R

X, + Yo = £, (décimaux)
X X '/ = 4
X X yp = |l JJ'

(décimaux)



Ordre et opérations

Compatibilité des deux opérations
avec lI'ordre

R est archimédien : etant donnés
deux nombres réels x et y avec x >0,
il existe unentierNtelqueNx >y



(R ,+) groupe
. abélien

+ Propriétés des opérations

Commutativité

X+y=y+Xx
Associativité

X+(y+2z)= (x+y) +2z
Elément neutre 0 :

X+0 =0+ X=X
Tout élément x admet un
«_Opposeé » -X_

X+ (-x) =(x) +x=0

Distributivité mul ition
Xx(y+2) = (X xy) + (X x 2)

(R,+, x) corps
commutatif

- - r 4 x
Commutativite
X x Y=Y x X
Associativité
Xx(yx2)=(xxy)xz

Elément unité 1:
Xx1l=1lxXx=X

Tout élément non nul admet un
inverse pour la multiplication :

xXy=yx =1



Suites adjacentes et lemme
« des gendarmes .»

Soient deux suites (x, ), et (y, ), de nombres réels telles que :

1. Pour tout n dans N, les nombres
X X1 Yorr Yo SONt rangés dans cet

ordre (croissant)
2. La suite (y-x ), A converge vers O

Les deux suites (x_ ), et (y, ), sont dites adjacentes

Lemme des gendarmes : « deux suites
de nombres réels adjacentes sont toutes

deux convergentes vers un méme nombre

réel »




Un exemple d’application :
a la recherche des

decimales de TI
u=4(1-1/3 + 1/5 + ... +1/(4n-3) - 1/(4n-1))

v.=U, + 4 /(4n+1) [deux suites
adjacentes !]

ou par la formule de John Machin (1680-1752

F

-, '8



R vérifie la « propriété de
la borne supérieure »

Soit A un sous-ensemble non vide et majoré
de R ; 'ensemble des majorants de A admet

dans R un plus petit élément (noté sup(A)).

Cet élément est appelé borne supérieure
de l'ensemblie A

Caracterisation de sup (A) (deux clauses)

1. C’est un majorant de A

2. Si'y< sup(A), il existe toujours au moins -un point
x de A avec y<xet x.inférieur ou'égal a sup (A)



Une esquisse de preuve via
le « lemme des
gendarmes »

i .\/IJ R

sup(A) = lim (¢ )= lim(y,)



ldem en ce qui concerne la

« propriété de la borne
inférieure »

Soit A un sous-ensemble non vide et minoré
de R ; I'ensemble des minorants de A admet

dans R un plus grand élément (noté inf(A)).

Cet élément est appelé borne inférieure
de A

Caractérisation de inf (A) (deux clauses)

1. C’est un minorant de A

2. Si'y > inf (A), il existe toujours au moins-un point
x de A avec x<y et x supérieur ou égal a inf (A)



La valeur absolue

|X|'2 = sup ({ x, -x })

Ixy | =[xl |yl

Ix +y| = |x] + |y] (inégalite
triangulaire, volet de droite)

| Ix] - [yl |'= |x -y | (inegalite
triangulaire, volet de gauche)



Intervalles (bornes) de R

Intervalles guverts :
la,b[ ={x ; a<x<b}
Intervalles fermés :
[a,b] ={x ; asx=b}
(on dit aussi « segments »)

Intervalles semi-ouverts (2 types) :
[a,bl ={x; a =x < b}
la,b]l ={x;a<x= b}



Intervalles (non bornes) de R

Intervalles oguverts : 3 types
{x; x<b},{x;x>a},R

Intervalles fermés : 3 types
{(x;x=b},{x;x=za},R



Intérieur, adheérence

intérieur (1) : 0
1\ {bornes (sup et inf)} =l
adhérence (I) :

| u{bornes (sup et inf)} =1



R veérifie le principe des
« segments emboités »

e, bl a by 0 b

[anyianl

i ([a,,b.]), est une suite de segments
emboités les uns dans les autres (au sens ou
[a,.,,b, ] estinclus dans [a, ,b ] pour

tout n) , il existe nécessairement au moins
un point dans tous les segments [a,,b,].




Une application du principe des
segments emboités :

la non-dénombrabilité de R

X #Z Xy Xyp «ee (preuve par I’'absurde)




Sous-ensembles ouverts

Un ouvert U de R est un sous-ensemble
voisin h n int
ce qui signifie :

Pour tout x dans U,

il existe un intervalle ouvert borné
I, contenant x et inclus dans U

R N |




Sous-ensembles fermés

Un sous-ensemble F de R est dit fermé

si et seulement si son complémentaire
est ouvert.



Intérieur, adhérence, frontiere
d’'un sous-ensemble E de R

L’intérieur E d’un sous-ensemble E de
R est le plus grand sous-ensemble
ouvert de R inclus dans E

L’adhérence E d’un sous-ensemble E
de R est le plus petit sous-ensemble
fermé de R contenant E



Caractérisation de I’adhérence

Un point x'de R est adhérent a
un sous-ensemble E si et seulement si
on peut 'atteindre comme limite d’une

suite de points de E.



La droite numerique
« achevée »

R
0 0

Adjonction a R de deux éléments




La droite numérique

« achevée »
(une autre manieéere de procéder)
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Adjonction a R d’un élément



Fin du chapitre 3



