K1 MA4021 Feuille d’exercices n° 1 2012

Révisions - Intégrale de Riemann

Rappel théorique (Définition de I’intégrale de Riemann) : Soient
— un intervalle [a,b] fermé et borné ;
— une fonction f: [a,b] — R;
— une division A de I'intervalle [a,b] : a =xp < x] < ... < X1 <X, = b.
Le diametre de la division A se définit par diam A = ||A|| = max;—1 (x; —xi_1) ;
— un systeme de n points intermédiaires x;_; < & < x;.
On définit la somme de Riemann associée a la division A et au points (&;) i=1,n

n

o(f,0,&) =Y f(&)(xi—xi1).

i=1

On dit que la fonction f est Riemann intégrable si et seulement si il existe une valeur /; telle que : pour tout € > 0, il
existe 8; > 0 de sorte que, pour toute division A avec ||A|| < O,

lo(f,A6) —If| <e.

Dans ce cas, on note [ ab f(x)dx = Iy et on I’appelle I’intégrale Riemann de f.

EXERCICE 1.
1. Donner une interprétation géométrique de sommes de Riemann et de I’intégrale de Riemann.

2. Calculer avec la définition | lf x'dx.

EXERCICE 2. En utilisant les sommes de Riemann pour une fonction a choisir, trouver les limites
: 1 1 1
- ,}g&(M—i_M—i_Zn)

. 1 1 1
= lim (\/4n212 T Vam T W)

EXERCICE 3.
1. Soit x > 0. Montrer que la limite suivante existe : lim,_, Z;é e

2. En déduire que [; e'dr = ¢* — 1 pour x > 0 quelconque.

EXERCICE 4.

1. Etablir les égalités suivantes, o x € R et n > O entier :

i sin X sin px _ 1 cos Y cos 2n+l i sin X cos pr_ 1 sin * -+ sin 2n+l
—sin— = — —— X — — =—| —sin— x|.
2n n 2 2n 2n s 2 o 2 2n 2n

2. Utliser ces résultats pour établir pour x > 0 quelconque :

X X
/ sintdt = 1 —cosx, / costdt = sinx.
0 0

EXERCICE 5. (Intégration de fonctions continues) Montrer que toute fonction continue f : [a,b] — R est Riemann
intégrable.

EXERCICE 6. (Fonction qui n’est pas Riemann intégrable) Soit f : [0,1] — R, f(x) = 1 pour tout x € [0,1] N Q et
f(x) = 0 sinon. Montrer que f n’est pas Riemann intégrable (L’intégrale de Lebesque corrige a ce défaut, car f est
Lebesgue intégrable et | f f(x)dx=0).



EXERCICE 7.
1. Pour f € C'([a,b]), démontrer que lim, .. [ f(t) sinntdr = 0.

2. Démontrer le méme résultat pour une fonction f continue sur [a, b].

EXERCICE 8. (Formule de Leibniz-Newton) Soit f : [a,b] — R une fonction que I’on suppose Riemann intégrable et
on suppose aussi qu’elle admette une primitive F : [a,b] — R (F continue sur |a, b|, dérivable sur (a,b) et F'(x) = f(x)
pour tout x € (a,b)). En utilisant le théoréme d’accroissement finis, montrer que

EXERCICE 9. Calculer

X 42 +1 1
/1+x2dx’ / P / G- DE—2)x=3)™
2x+1 1 1
/(x—l)(x—3)(x—4)dx’ /x(x2+1)dx’ /(x_l)z(x+1)dx’
X 42 1+sinx
/(x2+1)(x—1)dx’ /(x+1)3(x—2)dx’ T+ cosx ™

€2x+ex
/ 3 5 dx.
e —e”r—e'+1

EXERCICE 10. Calculer

/;d €)%, oo /’ﬂd
x(1+1ogx)3 AT (14x%)2 .

1 *
/mdx, GER

EXERCICE 11. Calculer

-7

2 5
/ | sinx| cos xdx, /logtdt, /x“logxdx,aER, /e“xx3dx,
e
21 21 21
/sinlogxdx, / cos 2xsin 3xdx, / cos4xcos3xdx, / sin® xdx,
0 0 0

2 /8
/ cos’ xdx, / arctanxdx, / (x2 + 7x —5) cos2xdx, / e cosxdx.
0 0

EXERCICE 12. Calculer

2
X X X 1
d in — —d —d
/x2+1 % /szcosz % /1+tanhx %

log!
/ (1 415)3dr, / %dt, / cos 2x(sin2x)*dx,

sint 1
/ 5 dt, /7 3 dx.
cos2t sin“xcos2x

EXERCICE 13.

: _ —1
1. Soit f(x) = m

2. La méme question pour x = —2.

Déterminer la primitive de f qui s’annule en x = 2.



