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UE : MHT512
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Texte et corrigé.

Exercice 1

Theme : Intégration « pratique ». Soient a et 3 deux nombres complexes de
partie réelle strictement supérieure a —1.

1.1. En exploitant ['identité

o0

= Va,y € [0,1],
k=0

1—ay
montrer que la fonction

xayﬁ

(z,y) €]0,1[—

est intégrable relativement & la mesure de Lebesgque sur |0,1[% et établir la
formule

1—ay

1
//01[21—xydxdy_2(k,+a)(k+ﬁ) (1)

(on citera précisément les théorémes du cours sur lesquels repose la justifi-
cation de ces résultats).

On pose a = Rea et b = Re 3. Pour tout x,y €]0,1[, on a donc |z%y°| =
|2 |y°| = 2%°. D’apres le théoréme de convergence monotone (ou, si I'on
veut, le théoréme de Fubini-Tonelli, les deux résultats étant applicables ici),

on a
e

|9€a| |?Jﬁ| // b k
dzx dy x%y xy)" | dx dy
/A} 1[2 1 ]071[2 <k;2( )>

=0
_ / Zanrk b+k) dl’dy
10,12

k=0

_ Z://Ol[2 2Rk g gy — Z / Lotk da: 471[yb+k dy)
a+k‘+1 b-‘rk‘-i—l
- Z([m];)([bik—ﬂ};)

k=0
Lo+ k+Dbthk+1) & (k+a)k+b)



(notons que I'on a utilisé de toutes fagons le théoreme de Fubini-Tonelli pour
scinder les intégrales figurant dans la somme a la ligne 3).

La fonction (dont on vient de prouver qu’elle était intégrable)

vy’ ‘ _ 1y

(.9) = | —

1—ay
joue le role de chapeau dominant pour la suite de fonctions (en module)

n xayﬁ
(Z 1-— :ry)@o

k=0

sur ]0, 1[2. Or cette suite de fonctions converge simplement vers la fonction
xoyP

1—2zy

On peut donc appliquer le théoreme de convergence dominée de Lebesgue (on
aurait pu aussi utiliser, ce qui revenait ici au méme, le théoreme de Fubini).

Cela permet de conclure a la formule (1) car (en vertu du théoreme de Fubini
utilisé a la premiere ligne)

(z,y) €]0,1[*—

n

// <Zxa+ky,@+k> d:Edy _ Z (/ xa-&-k dl’) (/ y/@-i-k dy)
10,12 N4 =g — N0 10,1

n a+k+1 B+k+1
- > () (Bl

= 1
- Z(a+k+1)(ﬂ+k+1)

k=0
2o R B+ k)
1.2. Montrer (toujours si Rea > —1,Re 3 > —1) que les fonctions
« ,81 « ﬂl
T7Yy" logx 2 T7y"logy
€]o, 12 _— €]0, 1|
(@) €0 D () o R

sont intégrables par rapport d la mesure de Lebesque sur |0,1[2 et déduire
de la formule (1) (en énoncant précisément le théoréme du cours requis) la
formule suivante :

[e.e]

2y’ log(zy) - 1 1 1
/A),uz [—ay Z(k+a)<k+ﬁ)<k+a+k+ﬁ> 2)

k=1




(on se limitera a établir la formule (2) uniquement dans le cas ot « et 3 sont
tous deuzx réels et dans | — 1, +00l).

Prouvons tout d’abord le premier point, c¢’est-a-dire I'intégrabilité demandée.
On se contente de raisonner avec la premiere fonction (le résultat pour 'autre
s’en déduit en échangeant les roles de z et y). Pour tout € > 0, il existe une
constante C, > 0 telle que

Ce
VX 6]071[7|10gX| S N
Xe
(en effet limyx .o+ X“log X = 0). Pour z,y €]0,1[ et a = Rea > —1 + ¢,
b=Re( > —1, on a donc

a—e, b

Y
1—ay 1 —ay 1 —ay

2yl log(ry) 2% “y’z¢|log x| <cZ

et la clause de domination assure I'intégrabilité de la fonction au membre de
gauche (la fonction majorante (x,y) — C. (22 y®)/(1—zy) est intégrable sur
10, 1[? du fait que a — e > —1 et b > —1, comme cela a été vu a la question
I.1). Comme € peut dans ce qui précede étre choisi arbitrairement petit, la
convergence de l'intégrale proposée dans cette question est assurée pour tout
a, 3 de parties réelles a et b strictement supérieures a —1 (il y a toujours
dans pareil cas un € > 0 tel que a > —1 + ¢).

Pour prouver le second point, on utilise le théoreme de dérivation des intégrales
(au sens de Lebesgue) par rapport a un parametre. Si z,y €]0, 1], la fonction

l,ozy,B e log z+3logy

R —
(. 8) € r_>1—:1cy 1—ay

est de classe C! sur R x R et de dérivées partielles

o 1 xy’ B %y’ log
da [1 — a:y] a 1 —xy

o1 xy’ B %y’ logy
a3 [1 - xy]  l—xy

Pour tout @ > —1+4¢, > —1 + ¢, on a donc

‘3[ xo‘yﬁ ” - x*1+€y*1+e|log:v|
Oall —zyll — 1—xy

‘ 9 [ zy’ ” o ey logyl
0f L1 —xy

Y

1—ay



les fonctions dominantes étant ici des fonctions intégrables sur |0, 1[* (c.f.
question I.2) indépendantes de («a, 3). Les conditions d’application du théoreme
(de Lebesgue) de dérivabilité des intégrales dépendant de deux parametres
(ici a, B) sont remplies et 'on peut affirmer que la fonction

a, '—>// dxdy
01]21_1'21

est de classe C! sur | — 1+ ¢, +00[?, de dérivées partielles respectivement par
rapport a « et (3 les fonctions

51
(e, B) »—>// Ty ngddy
o1 1—ay
B
aﬁn—>// Y 18Y )y
o1 1—ay

D’autre part, pour tout £ € N*, la fonction

1
(k+a)(k + )

(@, B) =

est de classe C! sur | — 1, +00[x] — 1, +00|, de dérivées partielles par rapport
a et

1

(o 5) Tkt a2(k+p)
1

(o 5) T+ B2kt )

Pour tout a@ > —1 + ¢, pour tout 3 > —1 + ¢, pour tout £ € N*, on a

1 ‘+‘ 1 < 2
(k+ a)?(k+ 5) (k+B8)2(k+a)l = (k—1+4¢)?

Comme la série > °(k — 1 + €)™ est convergente, le théoréme de dérivation
terme a terme des séries de fonctions dépendant d’un parametre (cas par-
ticulier du théoreme de Lebesgue des intégrales fonction d’un parametre,
appliqué ici séparément pour «, puis pour (3) s’applique et I'on peut affirmer
que la fonction

1
)(k + )

(o, B) €] = 1+€,400] HZ
— (k+a



est de classe C' sur | — 1 + ¢, +0o[%. La somme de ses dérivées partielles est
la fonction

(o, 8) €] — 1+ ¢, 400’ ; k+ a) k+ﬁ)<k+a+k+ﬁ).

Du fait de la formule (1) établie & la question I.1, on a donc, en ajoutant
les deux dérivées partielles de chacun des membres, puis en égalant les deux
sommes obtenues, 1'identité voulue pour tout o > —1 +¢,3 > —1 + €. Mais
€ étant ici arbitraire, I'identité est bien valable pour tout @ > —1,6 > —1.

1.3. Enoncer les théorémes de Fubini-Tonelli et de Fubini et expliquer pour-
quot ['utilisation de ces deux théoremes se trouve dans la pratique couplée.
Montrer que la fonction

2y
1—(1—uay)z

est intégrable par rapport a la mesure de Lebesque sur 0, 1[3 et que l'on a la
formule suivante :

8 B
/// Ty dxdydz = —// M—Og(xy)d:vdy. (3)
0131— (1- 3/) 10,12 1 -y

Se reporter au polycopié de cours pour plus de détails sur les énoncés rappelés
ici. On reproduit ici ces énoncés extraits du cours.

(z,y,2) €]0,1[—

Théoréme 1 (Fubini-Tonelli) Soient (Q;,7;, 1;), j = 1,2, deux espaces
mesurés, les deuxr mesures pi; et jo €tant o-finies, Ty ® 1y la tribu produit
et 1y @ pg Ty @ Ty — [0,00] la mesure produit. Pour toute fonction f
(21 x Qo, 71 ® T5)-([0, 00|, B) mesurable, les fonctions

T &€ Ql — o f(:v,y) dHQ(y)

yeQ — g f(x,y) dp ()

sont respectivement (21, 77)-([0,00], B) et (Qa,72)-(]0, 00|, B) mesurables et
on a

[ rendmemlen = [ [ [ e dem] o
- /Q2 [ o f(z,y) d/il(x)} dpa(y) -



Sous les mémes hypotheses sur les mesures py et s :

Théoréme 2 (Fubini) Soit f une fonction (1 x Qq, 71 ® T3)-(C, B) mesu-
rable et intégrable relativement a la mesure produit py & po. Pour py presque
tout © € Qy, la fonction f, 1y € Qo —— f(x,y) est intégrable relativement
a la mesure usy ; de plus, la fonction

z— [ f(z,y) dua(y)
Qo

(définie hors d’un sous-ensemble pq-négligeable de 1) se prolonge en une
fonction (21, 71)-(C, B) mesurable, intégrable relativement a la mesure uy, et
l'on a la formule

/9le2 flz,y)dlp @ pol(x,y) = /91 [ o fx,y) dpa(y) | dus(z) .

Par symétrie des roles de x et y, la fonction f¥ :x € Q) — f(z,y) est,
pour s presque tout y € €y, intégrable relativement a la mesure puy ; de plus,
la fonction

y— [ flz,y)dm(x)
1951
(définie hors d’un sous-ensemble po-négligeable de ) se prolonge en une
fonction (2, T2)-(C, B) mesurable, intégrable relativement d la mesure ps, et

l'on a ausst la formule

/ng f(a:,y)d[u1®uz](w,y)=/9 [ ) Fla,y) dp (z)] dpsly) .

Le théoreme de Fubini s’applique presque toujours en « duo » avec le théoreme
de Fubini-Tonelli. C’est en effet ce dernier résultat (Fubini-Tonelli) qui per-
met, si l'on a vérifié au préalable la (0 x Qq,7; ® T5)-(C, B) mesurabilité
d’une fonction f : Q7 x Q9 — C et que 'on se soit assuré de la validité de
I'une au moins des trois inégalités

/Q | VGldim )] dpafa) < oo
/Q | )l di@) < oo

/Q )l © ey < o

(ces trois intégrales étant en fait égales dans [0, oo, peu importe donc celle
que 'on calcule, on tente bien str la plus « accessible » !) d’assurer que 'on
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est bien dans les hypotheses du théoreme de Fubini. Celui ci s’applique alors
et I'on a la double égalité

[ tewdmowen = [ [ )] dow
Q1 x o bJas
= [ [t din@)] dut
0 tJoy
(cette fois sans les valeurs absolues dans 'intégrant | f(z,y)|!).

Soient ici @ = Rea > —1, b = Re3 > —1. En utilisant le théoreme de
Fubini-Tonelli et la formule de changement de variables dans les intégrales

de Lebesgue, on a
d
/ x“yb</ —Z> dxdy
10,1[2 10,1[ 1—(1—-ay)z

dxdydz
///0131— T—ay)z
B / (/ du ):Baybdxdy
]071[2 ]0717xy[ 1 — U 1 — l'y

_ _/ 2% log(xy) dady < 4oo
]0,1[2 1-— Ty

Mais x%° = |2%y°| si (z,y) €]0,1[%. Ce qui précede montre que la « clause
de sécurité » pour appliquer le théoreme de Fubini est vérifiée. On peut donc
s’affranchir des valeurs absolues dans ce qui précede et reprendre les calculs
de maniere identique, cette fois avec a en place de a, § en place de b. Le
théoreme utilisé cette fois est le théoreme de Fubini (couplé avec la formule
de changement de variables dans les intégrales de Lebesgue).

Exercice 11

Themes : Autour des inégalités de Holder et Minkowski. Soit (Q,7, 1) un
espace mesuré avec pu(§) €]0,+o0] et f,g deuz fonctions mesurables de §)
(équipé de la tribu T ) dans [0, 00| (équipé de la tribu borélienne B([0, o)) ).
I1.1. Soit P € [1,400|. Rappeler la définition de [’exposant conjugué de
P. Que vaut cet exposant conjugué dans les deuzr cas extrémes P = 1 et
P = +o0. Enoncer les inégalités de Holder, puis de Minkowski, impliquant
les fonctions f et g, la mesure positive u, et cet exposant P (on distinguera
les deuz cas extrémes P =1 et P = 400).

Par définition, si P €]1,4+00[, 1/P"=1—-1/P.SiP =1, P' =00. 51 P = o0,
P’ = 1. L’inégalité de Holder impliquant f, g, i, P s’énonce :

N\(fg) = / fgdin < Np(f) x Npi(g).
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ou Np et Nps sont les normes de Minkowski (la norme || ||, ou encore « sup
essentiel » lorque le P concerné vaut +o0) attachées a la mesure positive p.
Si P €]1,+o0], on a

[ radn= ([ rran)" ([ rran)”" (+)

Si P =1, cela donne

/fgduﬁ g ]less X / |fldp,
Q Q

|g]less = Noo(g) = inf{M ; g < M p — presque partout}.

avec

Idem par symétrie si P’ = 1 en renversant les roles de f et g. Lorsque
P €]1, 00[, I'égalité dans () a lieu que si et seulement s'il existe des constantes
positives ou nulles a, 3 telles que aff = B¢"" p-presque partout.

On considere dans toute la suite de l’exercice p €]0, 1] et l’on note p’ le nom-
bre réel (strictement négatif) tel que

1 1
p p

I1.2. On suppose que f et g sont a valeurs dans ]0,00[. Montrer que

/fpd,u>0 et /gp/d,u>0.
Q Q

Montrer que 'on définit une mesure positive sur (£2,7) en posant
VAeT, u(A) Z/gduz/ngdu-
A Q

Ecrire l'inégalité de Holder rappelée a la question I1.1 avec les fonctions fP et
1/g, la mesure i, et l'exposant P = 1/p €]1,400] (couplé avec son conjugué
que l'on calculera). En déduire, modulo la convention habituelle 0 x oo = 0,

[inégalité
» 1/p o 1/p'
/fgdu2</fdu) ><</g du) : (4)
Q Q Q
L’intégrale

/Q & dy (1)



est strictement positive car g est a valeurs finies (ce qui implique que g”" ne
s'annule jamais) ; en effet, si 'intégrale (1) était nulle, g devrait s’annuler
p-presque partout, ce qui est impossible puisque 2 = {g < oo} est supposé
de mesure strictement positive. Le méme raisonnement vaut pour montrer

que
/ Pdu>0
Q

car 2 = {f > 0} est supposé de mesure strictement positive. L'inégalité (4)
proposée a donc bien un sens (le second membre valant par convention 0 si
g7 n'est pas intégrable).

On introduit la mesure positive p définie, pour A € 7, par

i4) = [ gdn.

Il s’agit bien d’une mesure : c’est en effet une application de 7" dans [0, 00|
telle que u(0) = 0. La propriété de o-additivité résulte de la linéarité de
I'intégrale et du théoréeme de convergence monotone de Beppo-Levi.

L’inégalité de Holder (voir I1.1) appliquée suivant I'indication nous donne,
siP=1/pet PP=—p'/p (on abien 1/P+1/P" =1),

pran=[ porai < ([umrap)" ([ o ai)
Q Q Q Q ,
< (/Qfgdu>p x </le‘P' du>_p/p :

/
1
1-P=1+2 c14p0-2)=p.
p P

[ erans ([ roan) < ([ o i) "

En prenant les racines p-emes, on trouve

(/prdu)l/f’g (/Qfgdu) X (/Qgp/d@—l/pf’

inégalité que 1'on divise ensuite par la quantité non nulle

(™
Q

Finalement



(si cette quantité est finie) pour obtenir 'inégalité voulue (4); au cas ou

/ g du = oo
Q
/ 1/p'
( / g’ du) =0,
Q

et I'inégalité (4) proposée est bien sur satisfaite car le membre de gauche est
nul au vu de la convention 0 x co = 0 adoptée.

on a

I1.3. On ne suppose plus que f,g sont a valeurs dans |0,00[ (mais toujours
que [ et g sont mesurables et a valeurs dans [0,00]). En introduisant les
suites croissantes de fonctions (fp)nen €t (gn)nens, 0l

fn = f X X{1/n<f<n} s Gn = g X X{1/n<g<n}>

et en utilisant le théoréme de convergence monotone (dont on rappelera
I’énoncé), montrer que l'inégalité (4) reste valable (toujours sous I’hypotheése
0xoo=0).

Soit n € N*. Si l'on pose f, = fX{i/n<|fi<n} € 9n = gX{1/n<|g|<n}, ON &,
d’apres la formule (4) établie a la question II.2, 'inégalité de Holder inversée

1/p , P 1/p / P
/fngnduz (/fﬁdu) X(/gﬁdu) > (/ffidu) X(/gp du) :
Q Q Q Q Q

| | (it)
Si fQ g? dp =0, on a g? = 0 p-presque partout, c’est-a-dire g = 400 -
presque partout; de deux choses I'une dans ce cas : soit f = 0 u-presque
partout et les deux membres de 'inégalité (4) sont nuls (car fg = 0 u-
presque partout avec la régle 0 x 0o) ; soit u({f > 1/N}) > 0 pour au moins
un N € N* et dans ce cas les deux membres de (4) valent +oo.

/

Si [, g” du > 0, on obtient I'inégalité (4) en faisant tendre n vers +oo dans
I'inégalité (1), puis en utilisant le théoreme de Beppo-Levi qui assure

n@f@@( /Q fngndu) = /Q fgdu
. 1/p 1/p
o (fra)” = ([ra)”

On rappelle ici I’énoncé du théoreme de convergence monotone de Beppo-Levi
(extrait du cours) :
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Théoréme 3 (Beppo Levi ou convergence croissante) Soit (fi)r>1 une
suite croissante de fonctions (2, T )-([0, co], B) mesurables sur un ensemble

Q équipé d’une tribu T et f la limite de la suite fi, lorsque k tend vers +oc.

Alors f est aussi (2, T)-([0, 00], B) mesurable et, si p : T — [0, 00] est une

mesure positive, on a

/Qfdu:kl_i)rfoo</ﬂfkdu) € [0, 00].

I1.4. En utilisant ’inégalité (4) avec les fonctions f et f + g en place res-
pectivement de f et g, puis les fonctions g et f + g respectivement en place
de f et g, montrer que l'on a l'inégalité :

([ r+oran) s ( | ) e Lo an) ", 5)

On écrit
/(f+g)”du _ /<f+g>p—1fdu+/<f+g>p—1gdu.
Q Q Q

On applique ensuite deux fois Holder inversée établie a la question précédente
(en introduisant p’ < 0 tel que 1/p + 1/p’ = 1) pour obtenir par exemple

[irsarsa = ([ra)™ ([ sare)”
> ([ra)" < ([urar)”

p—1
> /Q(erg) gdp

S (o)< (frsor)"
. (/Qgpdu>1/p " ([Z(f+g)p>1/p"

On obtient une inégalité similaire permutant les roles de f et g. L’inégalité
voulue s’obtient en ajoutant ces deux inégalités et en reportant au membre
de droite. On divise pour terminer par ([,,(f + ) dp)'? > 0 (ce qui est
licite car on peut supposer que f + g n’est pas nulle pu-presque partout). On
obtient ainsi

</g(f oran) > (/pr )"+ (/Qgp )"
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ce qui est I'inégalité (5) voulue car 1 — 1/p’ = 1/p.

I1.5. Montrer que l’ensemble des fonctions mesurables (2,7) — (R, B(R))
mesurables telles que

JAERTERES
Q

est un R-espace vectoriel que l'on notera L5 (2, T, p). Lapplication

1/p
feLhQ T, ) (/uww

est-elle une norme sur cet espace vectoriel LY (Q,T, ) ? (on rappelle que
p €]0,1[).
Le fait que £5(2, T, p) soit un R-espace vectoriel résulte de l'inégalité :

(a+ B) < (2max(a, )P < (o 4+ 57)

(lorsque «, 3, p > 0). Si 'application

1/
recs@ T ([ 1pan)”

était une norme sur £ (€2, 7, i), on aurait, pour toutes fonctions positives
f,g dans LP(Q, T, ), I'égalité de Minkowski

</(f+gpdu /fpdu p+ /Qg”du>1/p (6)

(une des inégalités vient de l'inégalité (5), l'autre viendrait de l'inégalité
triangulaire supposée valide si I'on avait affaire a une norme). En remontant
la chaine d’inégalités permettant de passer de I'inégalité de Holder renversée
(4) a l'inégalité de Minkowski renversée (5), on trouve que 1'égalité dans (5)
correspond a 1’égalité dans I'inégalité (4) appliquée avec les couples (f, (f +
g)P Y et (g,(f +¢)P1). En remontant encore les calculs, on se rend compte
que ces cas d’égalité correspondent a des cas d’égalité dans l'inégalité de
Hélder classique (avec P €]1, 0o[. Ces cas d’égalité sont en défaut en général.
Il en résulte que

1/
feLhOT ) !/wvw ’

ne saurait étre une norme sur le R-espace vectoriel L5 (2,7, p).
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Exercice I11

Theme : espaces de Minkowski, inégalité de Markov. Soit (0, T, 1) un espace
mesuré tel que p()) < +oo. Soit (fn)nen une suite de fonctions (Q,7)-
(R, B(R)) mesurables. On suppose qu’il existe un réel p € [1,4o00| et une
constante C' > 0 telles que toutes les fonctions f, soient dans L (2, T, u) et
que

(/Q|fn—fm]pdu>l/p§0<%+l> Vn,me N*.

m

IIL.1. Pourquoi la suite (fy)nen converge-t-elle dans L2(Q, T, u) vers un
élément f ? On choisit pour la suite un représentant f € LP(Q,T,u) de
f.

L’hypothese implique que la suite (fn)nZO de LR (92, T, p) est de Cauchy dans
cet espace de Banach ; elle est donc convergente d’apres le théoreme de Riesz-
Fischer vers un élément f de L2 (T, ).

II1.2. Aprés avoir énoncé linégalité de Markov, montrer que l'on a, pour
tout € > 0, ["inégalité

p(Q)' e

ne

Vne N, p({lfn —flZ€}) <

L’inégalité de Markov s’énonce comme suit : étant donnée un élément g de
LL(Q,T, 1) et un seuil € > 0, on a

n({lgl > €}) < %/{ . gl dp < %/ledﬂ- (t11)

En gelant n et en faisant tendre m vers I'infini dans I'inégalité

(/glyfn—fm\pd/L)l/ng(%Jri) Vn,me N,

m

1/
il vient (fﬂ |fo — [P d,u) ' < C/n pour tout n € N*. D’apres 'inégalité de
Holder (c.f. I.1), on a donc

| 1=l = /(\fn—flxl)du
< /|fn pran) " ()

< X ()

On conclut en combinant cette inégalité avec 'inégalité de Markov (Tt7)
écrite pour g = f, — f, n € N*.
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