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Chapitre 1

Formes différentielles et champs
de vecteurs

Les exercices proposés dans ce chapitre illustrent la section 1 du chapitre I du
cours (“Formes différentielles, homotopie”).

Exercice 1.1 (*) : la dualité champ de vecteurs/1-formes différentielles et
les “coordonnées” (z,Z) en place de (z,y).

a) Un champ de vecteurs complexe dans un ouvert U de R? s’exprime sous la forme

0 0

U($,y)% + U(xvy)a_y 3

ol u et v sont deux fonctions de U dans C!. Vérifier qu'un tel champ s’exprime aussi
sous la forme
0 0

o2t b(2)
ou les opérateurs 0/0z et 0/0% sont définis par

£_1<£_£> 2_1<2+£>
0z  2\9z Oy 0z 2\oz Oy
et z = x + iy. Calculer a et b en fonction de u et v.

b) Le crochet de dualité entre le champ de vecteurs ud/0x + v 9/Jy et la 1-forme
différentielle Pdz + Qdy (P et @ étant des fonctions de U dans C) est défini ponc-
tuellement par

<ua% - va% , Pdz + Qdy>(x,y) = u(x,y)P(z,y) + v(z,y)Q(z, y).

Vérifier que 'on a, pour tout (z,y) dans U,

0 s,
<%7dx>(xy) - <8_y7dy>(ac,y):1

(o). = ().~

'Dans votre cours, vous considerez qu'un champ de vecteurs complexe sur un ouvert U de R?
est une application de U dans C2, celle qui & (x,y) associe (u(z,y),v(z,y)). Les deux points de vue
(celui ci et celui de votre cours) reviennent au méme en ce qui concerne la définition des champs
de vecteurs sur un ouvert de R™. Cela change par contre si ’on se place sur une surface; seul celui
présenté ici garde un sens.
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si dz @ dx +idy et dz : dx —idy, ainsi que

0 0
<%’dy>(x,y) - <a_y’d$>(x,y) =0
(L), = (L) =0

Exercice 1.2 (*) : le “yoga” des calculs en les coordonnées z et Z. Soient
U et V deux ouverts de C (les coordonnées y étant respectivement dénotées z et
w), f une fonction différentiable de U dans V', g une fonction différentiable de V'
dans C. Exprimer d(g o f)/0z et d(g o f)/0z en fonction de f, g, 0f/0z,0f 0z,
dg/0w,dg/o0w.

Indication : exprimer plutot l'action de la différentielle de g o f sur

h= (h17 hg) S hl + Zhg

Exercice 1.3 (*) : le laplacien dans le plan; coordonnées cartésiennes et
polaires.

a) Vérifier que, pour toute fonction F' de classe C? et & valeurs complexes dans un
ouvert U de R?, on a

(Lo 2)ir1= (2o L)ir = 2aim),

02 02
522 a2

désigne l'opérateur de Laplace (ou laplacien) en dimension 2.

ou

b) Soit U un ouvert de R?\ {(0,0)} et Q son image réciproque par 'application
(r,0) €]0, 00[xR +— (rcosf,rsind) € R*\ {(0,0)}.

Vérifier que si F' est une fonction de classe C? dans U, a valeurs dans C, on a, pour

(r,0) € Q,
10/ 0 1 02
T () o) 90

si G(r,0) := f(rcosf,rsinf). Déterminer toutes les fonctions F' de classe C? dans
R2\ {(0,0)}, radiales (F(z,y) ne dépend que de /22 + y2), et solutions de A[F] =0
dans R?\ {(0,0)}.

c) Soit U un ouvert de C* et f une fonction de classe C* de U dans C; on note
toujours €2 cette fois I'image réciproque de U par ’application

Ay [F](rcosf,rsinf) = (

(r,0) €]0, 00[xR — re® € C*.

Vérifier que, si f est une fonction de classe C? dans U, a valeurs dans C, on a, pour
tout (r,0) dans €,

g = 5(e g~ e )l
Dty = (L L Do)



Vérifier que, si 6y € R, la fonction
foo + 2= (v +iy) — log|z| +iargy, g 2.(2)

est une fonction de classe C? dans Uy, := C\ {te? ; t > 0}, telle que (0/9%)|[fs,] =0
dans Uy, .

Exercice 1.4 (**) : fonctions positivement homogenes. Une fonction f définie
sur R™ \ {0} et a valeurs dans R est dite positivement homogene de degré r € R si
et seulement si, pour tout x = (z1, ..., z,) € R\ {0}, pour tout ¢ > 0, on a

ftx) = 1" f(x).

a) Montrer que si f est une application de classe C' de R™\ {0} dans R, dire qu’elle
est positivement homogene de degré r € R équivaut a dire qu’elle satisfait 1’ équation
d’Fuler :

df (x).x = ijﬁ(:v) =rf(zx), Vo e R"\ {0}.

b) Si g est une application continue de R™ dans R, positivement homogene de degré
r > 0 dans R™\ {0}, trouver toutes les fonctions f de classe C' de R" dans R telles
que
df(a:)a::zn:xﬁ(x) =g(z), Yz e R"
‘ J 8xj ’ ’

Exercice 1.5 (*) : le ”pullback” d’une forme différentielle. Soient U et V' deux
ouverts de C et ® une application de classe C' de U dans V. Exprimer ®*[dz A dz]
en termes de [0 /0z| et de |0P/0Z].

Exercice 1.6 (*) : formes exactes, formes fermées. La 1-forme
w = 2zzdr + 2yzdy — (2 +y* + 1)dz
est-elle fermée dans R?® ? exacte ? Trouver explicitement un facteur intégrant, c’est-

a-dire une fonction F' : R® — R, de classe O, tel que Fw soit exacte dans R3.

Exercice 1.7 (*) : formes exactes, formes fermées (dans R?). Pour quelles
valeurs de o > 0 la forme
(x —y)dz + (x + y)dy

Wo 1= |Z|04 ,Z:J]+iy,

est elle fermée dans R?\ {(0,0)} 7 exacte dans R? \ {(0,0)} ?

Exercice 1.8 (*) : formes exactes, formes fermées (dans R?). Soit U un
ouvert de C et f une fonction de classe C'!' de U dans C; montrer que f(z)dz est
fermée si et seulement si Of/0Z = 0 et que f(2)dzZ est fermée si et seulement si

0f/0z=0.
Exercice 1.9 (**) : formes exactes, formes fermées (dans R?).

a) Soit p un entier relatif et w, = 2Pdz, considérée comme une 1-forme de classe C*
dans C* = C \ {0}. Pour quelles valeurs de p cette forme est-elle fermée dans C*?
exacte dans C*? Pour les valeurs de p pour lesquelles elle est exacte, déterminer
toutes les fonction F' : C* — C, de classe C", telles que dF = w, dans C*.
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b) Soit §y un nombre réel, Uy, I'ouvert
Up, = C\ {te'™; ¢t >0}

(le plan complexe “fendu” le long de la demi-droite issue de l'origine et dirigée par
') et, pour tout o € C, la 1-forme différentielle dans Uy, définie par

wal2) = [2|ei00012)

Pourquoi cette forme est-elle exacte dans Uy, quelque soit la valeur de o ? Vérifier
en utilisant le résultat établi & I'exercice 3.c) que les fonctions F' de classe C! dans
Uy, telles que dF = w, sont de la forme

| > | a+1

ze Uy — F(z)=C+ PR (i(@ + 1)arg}90’90+27r[(z))

si a # —1 (C étant une constante arbitraire) et de la forme
z € Ug, — F(2) = C +log |2| + iargjg, g ox((2)

si « = —1 (C désignant toujours une constante arbitraire).

Exercice 1.10 (**) : formes différentielles et équations différentielles. Soit
U un ouvert étoilé de R? et Pdx + Qdy une 1-forme de classe C! fermée dans U.
Ecrire ce que cela signifie sur P et (). On désigne par F' une primitive de Pdx + Qdy
dans U, c’est-a-dire une fonction de classe C? dans U telle que dF = Pdx + Qdy.
Pourquoi existe-t-il bien une telle primitive ? Quelle est ’équation cartésienne du
graphe de la solution maximale du probleme de Cauchy

dy _ P(z,y)
dx Qz,y)

lorsque (zg,yo) est un point de U ou @) ne s’annule pas?

y(wo) = Yo

Exercice 1.11 (***) : la formule de Stokes dans R? pour un simplexe
“tordu” positivement orienté. Soit Ay le simplexe

Ag:={(t,s) eR*;t>0,5>0,t+s5<1}

et ® = (p,7) une application de classe C* au voisinage de Ay, a valeurs dans R?,
telle que d®(t, s) soit inversible en tout point de Ay et de jacobien strictement positif
en tout point. On suppose aussi que ® réalise une bijection entre Aq et ®(Ag). Si
w = Pdz + Qdy est une 1-forme de classe C' au voisinage de ®(A), vérifier la
formule de Stokes (ou de Green-Riemann puisque 'on est ici en dimension 2) :

/ /@ . d[Pdz + Qdy] = / /@ ) d[Pdz + Qdy]
= /[I)(AO) <%—g—§> dz N\ dy
< [, 5 5y
-
- / /A 0 P*[dw] = /a N P w] = /8 [(D(ZO)](de+Qdy)



aprés avoir justifié le fait que la frontiere 9[®(A)] de ®(Ag) est C* par morceaux
(les frontieres sont ici toutes orientées dans le sens trigonométrique).

Indication : on traitera dans un premier temps le cas ou ® est lidentité de R? dans
lui-méme.

Peut-on s’affranchir de la condition “w de classe C? au voisinage de ®(Aq)” et la
remplacer par la condition plus faible “w de classe O au voisinage de ®(Aq)” ?

Exercice 1.12 (*) : retour au lemme de Schwarz sur la symétrie des
dérivées partielles. Dans l'exercice précédent, le lemme de Schwarz (sur le fait
que l'on puisse permuter 'action de 9/0z et 0/0y pour une fonction deux fois
différentiable en un point) a joué un role essentiel (méme s’il est caché par la pro-
priété d o d = 0) pour prouver

[, 520 (28

si Ads + Bdt := ®*[Pdx + Qdy] comme conséquence de la formule de changement
de variables dans l'intégration relativement a la mesure de Lebesgue. Dans cet exer-
cice, nous proposons de montrer pourquoi la formule de Green-Riemann pour les
rectangles suffit a impliquer le lemme de Schwarz.

a) Montrer que si G, et G sont deux fonctions continues sur un ouvert U de R?, &
valeurs dans C, telles que

/ /R G (z,y) dudy — / /R ol y) dzdy

pour tout rectangle fermé plein R inclus dans U, alors G7 = G5 dans U.

b) Déduire de a) que si F' est une fonction de classe C? dans U, & valeurs complexes,

alors on a (0?/0z0y)[F] = (0*/0ydz)[F] dans U.

Exercice 1.13 (*) : appliquer le lemme de Poincaré pour les 1-formes (en
dimension n). Soit U un ouvert étoilé de R” et F' : R"™ — C une fonction de classe
C? ne s’annulant pas. Montrer que la 1-forme dF/F est exacte dans U.

Exercice 1.14 (*) : facteurs intégrants locaux dans un ouvert de R?. Soit w
une 1-forme de classe C! dans un ouvert de R?, telle que w(zy) # 0 (ce qui signifie
(P(x0,y0), Q(z0,v0)) # 0 si w = P(x,y)dx+ Q(z,y)dy). Montrer qu’il existe un voi-
sinage V(z,40) de (o, o) dans U, une fonction f,, ,, de classe C* dans ce voisinage,
telle que la forme f(;, ) X w soit exacte dans V(g o)

Indication : on effectuera un changement de variable de maniére a ce que (locale-
ment) w = Pdz, puis on exploitera le lemme de Poincaré dans un ouvert étoilé.

Exercice 1.15 (***) : autour du lemme de Poincaré dans R". Soit p € N*,
U un ouvert de R", étoilé par rapport a 'origine, et w

W = Z &il,...,ipdxil VAN dﬂ')l’p

1<i1<..<ip<n

une p-forme de classe C'!' dans U. Montrer que I'on définit une (p — 1)-forme I[w] de
classe C? sur U en posant

Iw =) {zp:(—l)’“*(/oltp—la(ml,.. te,) dt> x,k/\dm”]

1<i1<..<ip<n - k=1 =
l;ék
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Vérifier la formule I[dw] + d[I[w]] = w et en déduire le lemme de Poincaré.
Indication : expliquer d’abord pourquot il est possible de se ramener a supposer la
forme w du type w = adxy A ... A\ dz,.

Exercice 1.16 (*) : une application directe de Green-Riemann. Soit I' le
bord du carré [—1, 1] orienté dans le sens trigonométrique. Calculer

/ xdy — ydx
roa?+yt
Indication : remarquer que la 1-forme sous cette intégrale curviligne est fermée

dans C* et que par conséquent on peut remplacer [—1,1)% par le disque de centre 0
et de rayon €, avec € arbitraire ; on expliquera pourquos.

Exercice 1.17 (**) : encore une application directe de Green-Riemann.
Calculer I'aire de la boucle du folium de Descartes d’équation cartésienne

2>+ — 3ary =0

(a désignant un parametre réel).

Indication : on parameétrera cette courbe en cherchant le point d’intersection avec
la droite d’équation y = tx, t désignant le parameétre que ’on utilisera ; la boucle
correspond, on le montrera, aux valeurs du parametre entre O et +00.

Exercice 1.18 (**) : de Green-Riemann & Green-Ostrogradski. Soit U un
ouvert borné du plan dont la frontiere est consititué d’'un nombre fini de lacets
simples (courbes de Jordan) v, ..., vy, de classe C! et réguliers (chaque lacet est
paramétré par une fonction  : ¢t € [0, 1] — R? de classe C! sur [0, 1] et telle que dry
ne s’annule en aucun point de [0, 1]). Soit F' = (P, Q) = P0/0x + QJ/0y un champ
de vecteurs de classe C' au voisinage de U. Vérifier la formule de Green-Ostrograski :

/ / (24 99 daay =y / (e (35(8)), F(5(0)) [74(8) i

ol Next(7;(t)) désigne le vecteur normal unitaire (pointant vers 'extérieur de U) a
l'arc géométrique paramétré par v; et ( ) désigne le produit scalaire usuel dans R
Autrement dit, en langage de physicien, I'intégrale (surfacique) de la divergence du
champ de vecteurs F' est égal au flux sortant de ce champ au travers du bord.
Indication : on appliquera Green-Riemann avec la forme Pdy — Qdz.

Exercice 1.19 (***) : une approche au théoréme du point fixe de L. Brou-
wer. Soit f = (P, Q) une application définie et de classe C? au voisinage du disque
unité fermé D(0,1) du plan complexe, & valeurs dans R?, et telle que

f(D(0,1)) € {(z,y); 2* +y* =1} = 0D

(f réalise une rétraction du disque fermé sur son bord).

a) Si 'on suppose en plus des hypotheses ci-dessus que la restriction de f a 9D(0,1)
est l'identité, déduire de la formule de Green-Riemann que, si v désigne le lacet

0 € [0,27] — €%,
/PdQ =0.
N



Indication : on montrera que la forme Pdx + Qdy est fermée dans le disque unité
ouvert D(0,1).
Montrer que ’hypothese additionnelle implique v*[PdQ] = v*[xdy] et en déduire

/PdQ:w.
y

b) Soit F' une application définie et de classe C* au voisinage de D(0, 1), a valeurs
dans R?, telle que F(D(0,1)) C D(0,1) et que F(x,y) # (z,y) pour tout (z,y)
dans D(0,1). Pour tout (z,y) dans D(0,1),on note G(x,y) le point d’intersection
du cercle unité 0D(0, 1) avec la demi-droite issue de F'(x,y) et dirigée par le vecteur
(non nul par hypotheses) (x,y) — F(z,y). Vérifier que (z,y) — G(z,y) se prolonge
en une fonction (P, Q) de classe C! au voisinage de D(0, 1) qui vérifie les hypotheses
de l'en-téte de l'exercice et du (a). En déduire que F' admet nécesssairement un

point fixe dans D(0,1) (i.e. un point (xo, o) tel que F(xg,yo) = (zo,yo))-

Que peut-on en conclure ?

Exercice 1.20 (**) : primitives de formes et connexité. Soient Uy, ..., Uy des
ouverts de C tels que, pour chaque £ = 1,..., N — 1, l'intersection de U; N ... N Uy
avec Ugyq soit connexe. Soit w une 1-forme continue sur 'union des U,. Montrer
qu’il est équivalent de dire que w est exacte et de dire que, pour chaque k =1,..., N,
la restriction de w a U}, est exacte.

Exercice 1.21 (*¥*) : la division des formes.

a) Soit U un ouvert de R™ (n > 2), f une fonction de classe C' dans U telle que
df () # 0 pour tout x € U. Soit p > 2 et w une p-forme continue sur U. Montrer
qu’il existe une (p — 1)-forme & continue sur U telle que w = df A €. Trouver toutes
les p — 1-formes continues solutions de I’équation df A & = 0.

b) A quelle condition une 2-forme continue w = Fdz A dy dans un ouvert U de
C s’écrit-elle sous la forme w = d|z|?> A €, on £ est une 1-forme continue sur U (on
distinguera les casou 0 € U et 0 ¢ U) 7
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Chapitre 2

Intégration des formes sur les
chemins continus

Cette seconde série d’exercices correspond essentiellement au contenu des sec-
tions 2,3,4 du chapitre I (“Formes différentielles, Homotopie”) du cours. Elle illustre
I'intégration des formes localement exactes sur les chemins continus, la notion d’in-
dice, le théoreme de Rouché, les concepts de simple connexité et de logarithme dans
le champ complexe, enfin la formule de Cauchy Pompelu et ses conséquences. Les
exercices 2.21 a 2.23 constituent un préambule a la formule de Cauchy introduite
au chapitre II du cours (“Fonctions holomorphes”).

Exercice 2.1 (*) : homotopie a point de base marqué et groupes (U, a).
Soit U un ouvert connexe non vide et, pour a € U, (U, a) le groupe d’homotopie
a point de base a, c’est-a-dire I'ensemble des classes d’équivalence des lacets conti-
nus 7 de support dans U, d’origine et d’extrémité “marquées” a pour la relation
d’équivalence suivante : 7y, est homotope a ~; si et seulement si il existe une fonction
F continue F' :[0,1] x [0,1] — U telle que

F(0,s) = F(l,s) =a Vsel0,1]
F(t>0) = ’YO(t) ) F(tal) = Vl(t) Vit e [071]‘

Montrer que, si a et b sont deux points distincts de U, m1(U,a) et m(U,b) sont
isomorphes.

Exercice 2.2 (*) : C et C* peuvent-ils étre homéomorphes ?

Indication : on calculera pour ces deux ouverts le groupe d’homotopie (U, a)
pour un point arbitraire a dans U (ces deuzx ouverts étant connezes, on sait d’apres
l’exercice 2.1 que ce groupe d’homotopie ne dépend pas du choix du point a dans
louvert).

Exercice 2.3 (**) : la notion d’indice : le calcul “visuel”.
On considere les lacets v représentés sur les figures ci-dessous ; calculer, dans chaque
composante connexe du complémentaire du support de chacun de ces lacets, la valeur
de la fonction

z +— Ind(7, 2).

Tenter d’énoncer a partir de ces trois exemples une regle générale pour calculer
I(7, z) (z € C\ supp()) en examinant comment une demi-droite arbitraire issue de
z (demi-droite qu’il est judicieux de choisir intelligemment de maniére a ce qu’elle
ne rencontre le support de v qu’en des points non multiples, de maniere transverse,

11
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et que ce nombre de points d’intersection soit le plus petit possible) intersecte le
support du lacet orienté ~.

Exercice 2.4 (*) : des calculs d’indice pas si surprenants que cela. On
rappelle qu’il existe une application continue surjective de [0, 1] dans [—1,1]? telle
que ¥(0) = (—1,—1) et (1) = (1,1); c’est la courbe introduite par G. Peano. Soit
C' la couronne fermée du plan complexe C' := {z € C; 1 < |z] <2} et C™ et CT
les deux demi-couronnes fermées définies par C~ := C'N {z; Im(z) < 0} et C* :=
CN{z; Im(z) > 0}. En utilisant la courbe de Peano, construire un chemin continu
vt :]0,1] — C* dont le support est exactement C*, tel que v+ (0) =2,y (1) = —1,
puis un chemin continu v~ : [0, 1] — C* dont le support est exactement C~ tel que
7~ (0) = =1, v (1) = 2. On note 7 le lacet de C* obtenu en concaténant (dans cet
ordre) v, puis v~7. Que vaut I'indice Ind(y,0) ? Méme question en demandant a 1
(et non plus —1) d’étre I'extrémité du lacet 4+ et en méme temps l'origine de v~

Exercice 2.5 (*) : variation de ’argument. Soient ay, ...,ay N points du disque
unité ouvert. Quel est le bilan global de la variation de I'argument le long du lacet
62i7rt —aj )

J

Jj=1
Méme questions si les a; sont tous de module strictement supérieur a 1.

Exercice 2.6 (*) : variation de ’argument. Construire une détermination conti-
nue de 'argument dans C privé de I'union de [0, 1] et du support du chemin pa-
ramétré I' : ¢ € [0,00[— f(t)e", ou f est un homéomorphisme croissant entre
[0, +-00[ et [1, +o0.

Indication : on pourra faire un dessin (on retire a C une courbe se déroulant en
spirale), par exemple en prenant f(t) =t + 1.

Méme question, mais cette fois dans C privé de 'adhérence de ensemble { f(t)e® ; t €
R}, ot f est un homéomorphisme entre R et |0, co[ (par exemple f(t) = expt).

Exercice 2.7 (**) : indice et homotopie entre lacets dans C* (a point de
base marqué ou libre).

a) Soient 7o et 71 deux lacets continus de C*, tels que v(0) = (1) = 1 (0) =
11(1) = a € C*, ayant méme degré, c’est-a-dire tels que Ind(7p,0) = Ind(y1,0).
Montrer que g et 1 sont des représentants du meéme élément du groupe d’homotopie
™ ((C*, Cl).

b) Soient 7y et 71 deux lacets continus de C* ayant méme degré. Montrer que 7
et 7, sont homotopes dans C* pour I’homotopie entre lacets libres, c¢’est-a-dire qu’il
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existe une fonction continue F : [0,1]? — C* telle que

F(t,0) = ~(t) , F(t,1) =) Vtelo,1]
F(0,s) = F(1,s) Vsel0,1].

Exercice 2.8 (*) : lacets de C* et lacets tracés sur le cercle unité.

a) Montrer que tout lacet continu de C* est homotope dans I’homotopie entre lacets
libres (dans C*) a un lacet de support inclus dans le cercle unité.

b) Montrer que tout lacet continu v de C* est homotope au lacet

t e [O, 1] N 62i7r1nd("/,0)t‘

Exercice 2.9 (*) : théoreme de Rouché (illustré par G. Pélya). Un passant
tenant son chien en laisse se déplace autour d’un rond-point de rayon R (il n’est pas
autorisé a piétiner le disque central gazonné — de rayon R — de ce rond-point. La
longueur de la laisse est | < R. Le chien peut, lui, marcher partout (sur le gazon
comme sur la chaussée). Au terme d’un parcours indéfini, mais continu, le maitre et
son chien sont exactement revenus a leurs positions initiales. Si le maitre a fait N
tours autour du rond-point, combien le chien a-t-il fait de tours autour du centre 0
de ce méme rond point ?

Exercice 2.10 (*) : calcul mathématique de I’indice ; théoréme de Rouché.
Soit I'arc paramétré

vy it €10,1] — (1+¢(1 —¢t))e*™.

Vérifier qu'il s’agit d’un lacet de C* et calculer I(y,0) dans un premier temps par
le calcul d’une intégrale curviligne. Dessiner ensuite v et retrouver ce résultat.

Exercice 2.11(*) : théoréme fondamental de ’algébre, preuve géométrique.
Soit P un polynome de degré d > 0. Montrer que, si R est assez grand, le lacet

Yr 1t €[0,1] — P(Re*™)

est de support inclus dans C* et que le degré de ce lacet, c’est-a-dire 'indice I(~yg, 0),
vaut exactement d. Vérifier que, si P ne s’annulait pas dans C, le lacet vz serait
homotope dans C* (dans I’homotopie entre lacets libres définie a l'exercice 7) au
lacet constant ¢ € [0,1] — P(0). En déduire une démonstration géométrique du
théoreme de d’Alembert (tout polynome de degré strictement positif a coefficients
complexes admet au moins une racine complexe).

Exercice 2.12 (**) : variation de ’argument, comptage de zéros.

Soit 0 < ag < a1 < ... < a, une suite strictement croissante de nombres réels positifs
et P(X):=ap+a; X +...+a,X". En considérant, si P(z) = 0, la ligne polygonale
fermée de sommets 0, ag, ag + a1z, a9+ a1z + ... +an,_12" 1, 0, montrer que les zéros
de P sont tous dans le disque unité ouvert D(0,1). Calculer la variation totale de
'argument le long du lacet I' : 6 € [0,27] — P(e). En déduire que 1’équation

ap + ay cos b + ag cos(20) + ... + cos(nf) =0

a exactement 2n solutions distinctes dans ]0,27[ (pensez “visuellement” en vous
aidant d’un dessin et comptez le nombre de fois au moins ou le support de I' doit
couper l'axe des ordonnées).
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Exercice 2.13 (**) : notion de simple connexité. Rappeler ce que signifie le fait
qu'un ouvert de C soit simplement connexe. Montrer que I'union de deux ouverts
simplement connexes d’intersection connexe non vide est simplement connexe. Si
I'intersection n’est pas connexe ?

Exercice 2.14 (***) : le logarithme d’une fonction continue ne s’annu-
lant pas dans un ouvert simplement connexe. Soit U un ouvert simplement
connexe de C et f une fonction continue de U dans C*. Montrer qu’il existe une
fonction g continue sur U telle que f = exp(g). Montrer de la méme maniere que
toute fonction continue de U dans C* s’écrit dans U comme l’exponentielle d’une
fonction continue.

Indication : on montrera d’abord que si a et z sont deux points de U, ¢ un nombre
compleze tel que f(a) = €, et v,. :t € [0,1] — 7,.(t) un chemin continu ar-
bitraire de U tel que 7,.(0) = a et 7,.(1) = z, il existe une fonction c,, (t) telle
que ¢, .(0) = c et f(7a:(t)) = exp(cy, . (1)) pour tout t € [0,1] (on dit aussi un
“relevement” de 7,,.). On remarquera ensuite que c., (1) ne dépend que de a,c, z,
mais pas du choix de 7, ., avant de proposer un candidat pour g(z).

Exercice 2.15 (**) : indice et logarithme. Soit U un ouvert de C, f une ap-
plication continue de U dans C*. On suppose que pour tout lacet continu v de U,
I'indice Ind(f o ~,0) (on dit encore le degré de f o~ comme lacet de C*) est nul.
Montrer qu’il existe une fonction g continue de U dans C telle que f = expg.

Exercice 2.16 (*) : indice, logarithme, racines n-iémes. Soit U un ouvert de
C et f une fonction continue de U dans C*.

a) Montrer que si f admet un logarithme continu dans U, elle admet aussi, pour
tout entier strictement positif n, une racine n-ieme continue dans U.

b) Soit n € N* et v un lacet continu de U. Montrer que si f admet une racine
n-ieme continue dans U, I'indice Ind(f o,0) de f o~ par rapport a l'origine est un
multiple de n.

c) Montrer que si f est une fonction continue de U dans C* admettant pour tout
n € N* une racine n-ieme continue, alors f admet aussi un logarithme continu dans

U.

Exercice 2.17 (***) : indice et logarithme (suite).

a) Soit U un ouvert homéomorphe a C, p un point de U, f une fonction continue
dans U\ {p}, a valeurs dans C*. Montrer qu'il existe un entier k € Z et une fonction
g continue dans U \ {p} telles que f(z) = (2 — p)*exp((2)) pour tout z € U \ {p}.
Indication : on notera ~y le lacet t € [0,1] — p + €e*™ avec € suffisamment petit
et on montrera que k = Ind(f o~,0) convient.

b) Soit U un ouvert homéomorphe a C, p; et py deux points distincts de U, f
une fonction continue dans U \ {p1,p2}, a valeurs dans C*. Montrer qu’il existe
deux entiers k; et ky dans Z (que 'on définira comme des indices de lacets de C* par
rapport a l'origine) et une fonction g continue dans U\ {p1, p2}, & valeurs complexes,
tels que f(2) = (2 — p1)" (2 — p2)™ exp(g(2)) pour tout 2 € U\ {p1, p2}.

c¢) Soit U un ouvert homéomorphe a C, py,...,py N points distincts de U, f une
fonction continue dans U \ {p1,...,pn}, & valeurs dans C*. Montrer qu’il existe N
entiers ki, ..., ky dans Z (que 'on définira comme des indices de lacets de C* par
rapport a l'origine) et une fonction g continue dans U \ {pi, ps,...,pn}, & valeurs
complexes, tels que f(z) = (z — p1)* -+ (2 — pn)*™ exp(g(z)) pour tout z dans
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Vouvert U \ {p1,...,pn }
Exercice 2.18 (***) : indice et homotopie.
a) Soit f une application continue injective de D(0,1) dans C. Pour tout s € [0, 1],
on considere le lacet
2imt 2imt

e 1) - (-5,

Montrer que tous les 75, s € [0, 1], sont des lacets continus de support dans C* et que
Yo et 1 sont homotopes dans I'homotopie entre lacets libres dans C* (voir I'exercice
2.7). Montrer que Ind(yy,0) = Ind(y1,0).

b) Pourquoi existe-t-il une fonction continue ¢; : [0,1] — C telle que v,(t) =
exp(cy(t)) pour tout ¢ € [0,1] 7 Vérifier qu'il existe deux entiers k; et [ tels que

Vtel0,1/2], ci(t+1/2) —ci(t) = (2ky + 1)im
Vte[1/2,1], et —1/2) —ei(t) = (201 + 1)im.

Indication : on utilisera le fait que v1(t + 1/2) = —(t) pour tout t € [0,1/2] et
que y1(t — 1/2) = —y1(t) pour tout t € [1/2,1].
c¢) En vérifiant, pour tout ¢ € [0,1/2], que

a(t+1/2) =ci(t+1/2) +2(ky + 1y + 1)im,

montrer que k; # [y, puis que Ind(vy1,0) = k1 — I3 # 0. Déduire du a) que 'on a
nécessairement Ind(vy, 0) # 0.

d) On suppose que f(0) est un point frontiere de f(D(0,1). Montrer qu’il existe
une suite (w,), de nombres complexes tendant vers f(0) et tels que le lacet I,

t €10,1] — f(e") — w, ait son support dans C* et soit d’indice nul par rapport a
’origine.

Indication : on utilisera le fait qu’une fonction continue ne s’annulant pas dans
D(0,1) s’écrit comme ['ezponentielle d’une fonction continue dans D(0,1), voir
lexercice 2.14.

e) Montrer (en utilisant le théoreme de Rouché) que Ind(T',,0) = deg~y pour n
assez grand et conclure a une contradiction.

f) Montrer que si U est un ouvert de C et si f est une application injective continue
de U dans C, f(U) est un ouvert.

Exercice 2.19 (*) : intégration des formes localement exactes sur un che-
min continu. Soit U un ouvert de C, v : [0,1] — U un chemin continu de U et w
une 1-forme continue localement exacte au voisinage de U. Existe-t-il toujours un
voisinage V' du support de v dans lequel w soit exacte? Sinon, donner un contre-
exemple.

Exercice 2.20 (**) : intégration sur un lacet des formes localement exactes
et exactes. Soit R = P/() une fraction rationnelle dans Q(X) et v un lacet continu
de C dont le support évite tous les poles de R dans C. Montrer que 'intégrale
1
— [ R(z)dz

20T .

est un nombre complexe algébrique (les nombres algébriques forment un sous-corps
de C).
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Indication : on pensera a utiliser la décomposition en éléments simples de R dans

C(X).

Exercice 2.21 (*) : formule de Cauchy. Calculer les intégrales curvilignes

/%dz /%dz, vy it €[0,1] ¥
0l < v <

Exercice 2.22 (**) : la formule de Cauchy-Pompeiu. Soit ¢ une fonction de
classe C'' dans C, nulle hors du disque D(0, Ry) pour un certain Ry > 0.

a) Montrer que, pour tout z € C,

Lt ot

ol 'on a noté sous l'intégrale ¢ = & + .
Indication : on appliquera la formule de Cauchy-Pompeiu (que l’on rappellera) et
l'on se souviendra que (£,1) — 1/(€ +1in) = 1/ est localement intégrable dans R?.

b) Déduire de a) qu’il existe une fonction ® de classe C'* dans R? (que 1'on explici-
tera) telle que

g(z) =p(2), VzeC.

Exercice 2.23 (***) : de la formule de Cauchy Pompeiu a l’identité de
Bézout. Soient py, ..., p,, m polynomes de n variables sans zéros communs dans C,
avec d = max(degp;) > 0.

a) Montrer que pour tout z € C, la fonction

p;(¢) — p;(2)
CeCAtE— Z<zﬂ|pj 38)

se prolonge en une fonction @, de classe C' dans C. Calculer Q,(¢)(z — ¢) + 1.

b) Soit R > 0 et z un point du disque ouvert D(0, R). Représenter au point z avec
la formule de Cauchy-Pompeiu (que 'on rappellera) la fonction

¢ € D(0,R) — (Q:(¢)(z = ¢) + 1)

c) En fixant z et en faisant tendre R vers l'infini dans la formule établie au b),
construire m polynomes ¢y, ..., ¢, a coefficients complexes tels que

I—Zp] ,VzeC.

Quelle autre méthode (algébrique cette fois) permet aussi de calculer de tels po-
lynomes g; ?



Chapitre 3

Holomorphie et propriétés
afférentes

Ce chapitre est en correspondance avec la premiere partie du chapitre II (“Fonc-
tions holomorphes”) du cours (jusqu’a I’énoncé du théoreme de Montel inclus). Les
exercices proposés illustrent en particulier la notion d’holomorphie, la formule de
Cauchy, le théoreme de Morera, ainsi que le développement en série entiere, le
principe des zéros isolés, la méromorphie en un point, le théoreme de Casaroti-
Weierstrass, les principes du maximum (local et global), et enfin le théoreme de
Montel (déduit du théoreme d’Ascoli).

Exercice 3.1 (*) : formule de Cauchy. Calculer les intégrales curvilignes

d¢ cos ¢ d¢
/<+i| 3Sln€ C+i’ /g|=4 2 —7?’ /|(=2 (¢ =1 —=3)

les chemins d’intégration mentionnés étant parcourus une seule fois dans le sens
trigonométrique.

Exercice 3.2 (*) : holomorphie et formule de Cauchy. Soit f une fonction a
valeurs complexes définie et continue dans la couronne fermée C, g := {r < |z| < R}
du plan complexe (ou r < R sont deux nombres strictement positifs), holomorphe
dans la couronne ouverte C, r := {r < |z| < R}. On note respectivement =, et yr
les lacets t € [0,1] — re*™ et t € [0,1] — Re*™. Montrer que, pour tout entier
n € 7,

f(z) =

L[ €10 4 [ €O

% YR Z"(C—Z) Yr Zn(g_ )

En déduire, pour tout z € C, g, les formules de représentation “approchées”

£(z) = - lim ( L@dg):—— lim / Cn"f_z dC)

2im n—too \ [, 2"(( — 2) 27 n—+o0

dC) Vze Crp

Exercice 3.3 (*) : holomorphie et formule de Cauchy. Soit f une fonction
holomorphe dans C*. Montrer qu’il existe une unique fonction £ holomorphe dans
C telle que

Vr >0, F(z

=5 C—Z Vze D(0,r),
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olt v, :t€[0,1] — re?™. Quelle est la fonction F lorsque f(z) = 2", n € Z?

Exercice 3.4 (**) : holomorphie et formule de Cauchy. Soit I = [ia,ib] un
intervalle fermé de I’axe imaginaire du plan complexe (avec a < b) et f une fonction
holomorphe dans un voisinage ouvert de I. Pour tout z € C\ I, on pose

d(z) = i /1 éf(_c)z ¢ .

Montrer que la fonction ® est holomorphe dans C\ I et que, pour tout z dans I, on
a

f(z) = lim ®(()= lim ®(().

ReC20 ReCS0
Exercice 3.5 (**) : développement en série entiére d’une fonction ho-
lomorphe et formules de Cauchy pour les coefficients de Taylor. Soit f
une fonction holomorphe dans un voisinage du disque fermé D(0, 1), injective sur
ce disque fermé. Montrer que f o~y :t € [0,1] — f(e*™) est un lacet continu
simple et appliquer la formule de Green-Riemann pour montrer que la surface Ay
du domaine enserré par le support de ce lacet vaut

A= %/fcvidz - %Amf/(g) d¢ avec v :t € [0,1] — ¥,

Si f(z) =07, anz" est le développement de f au voisinage de 0, vérifier la relation

[e. 9]

S nfanf? = 2 < (sup ()]

Exercice 3.6 (*) : nombres de Bernoulli. En faisant la division suivant les
puissances croissantes de X par y_,., X*/k!l, on obtient

ou les By, sont les nombres de Bernouilli. Quel est le rayon de convergence de la série
entiere [(By/k!)2F|ps0?

Exercice 3.7 (**) : fonctions de Bessel. Soit z € C. Montrer qu’il existe une
collection de nombres complexes (J,,(2))nez tels que

V(e Cr, exp [g (C — %)} = ZJn(z)C"
nez

Vérifier que pour tout entier n € Z et pour tout z € C,
Z\" (—1)k 2\ 2k
=G Y s (G)
| |
2 ) El(n+k)! \2

Montrer enfin que J,, est une fonction holomorphe dans C, solution de 1’équation
différentielle de Bessel

2JN(2) + 2J(2) + (22 = n?)J,(2) = 0.
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Exprimer en fonction de J; la transformée de Fourier de la fonction caractéristique
du disque unité.

Exercice 3.8 (*) : holomorphie et développement en série. Existe-t-il une
fonction f holomorphe au voisinage de l'origine dans C et telle que

f(/n) = f(=1/n) = 1/(2n +1)
pour tout n € N? Méme question avec cette fois les contraintes

If(1/n)| <2  V¥neN.

Exercice 3.9 (*) : holomorphie et développement en série. Soit f une fonction
holomorphe dans D(0, 1) et telle que f”(1/n) = f(1/n) pour tout n € N*. Montrer
que la fonction f se prolonge en une fonction holomorphe dans C tout entier.

Exercice 3.10 (*) : dérivée d’une fonction holomorphe. Soient fi, ..., f,, m
fonctions holomorphes dans un ouvert connexe U de C, telles que Y ", | f;]* soit une
fonction constante dans U. Montrer qu’alors toutes les fonctions f;, j = 1,...,m, le
sont aussi.

Exercice 3.11 (**) : série de Fourier d’une fonction holomorphe périodique.
Soit f une fonction holomorphe sur C telle que f(z + 1) = f(z) pour tout z € C.
Montrer qu’il existe une fonction g holomorphe dans C* telle que f(z) = g(e*™).
Montrer que l'on a, pour tout w dans C*,

g(w) = Z akwk7

avec

1
ap = / f(t+ibje 2™ t®) gt b eR.
0

Exercice 3.12 (***) : holomorphie et développement en série. Soit F' =
P/Q € C(X) et R le maximum des modules de tous les poles de F' dans C. Montrer
que, pour |z| > R, la fonction F' se développe dans la couronne {|z| > R} sous la
forme

F(z):amzm—i-...#—ag—i-z%, (%)

ou m € N, ay,..,a9 € C et la suite (a_j)pen+ vérifie une certaine relation de
récurrence linéaire. Réciproquement, si F' est une fonction holomorphe dans une
couronne {|z| > R} se développant sous la forme (x), ol la suite (a_g)gen+ 0béit
a une relation de récurrence linéaire, peut-on affirmer que F est la restriction a la
couronne {|z| > R} d’une fraction rationnelle ?

Exercice 3.13 (**) : holomorphie et développement en série; procédé
sommatoire de Borel.

a) Soit f(z) = > 7, a,z" une fonction holomorphe dans D(0, R) (R > 0). Montrer
que 'on définit une fonction entiere F' en posant

o0

F(z) = Z%z"

n=0
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et que, l'on a, pour tout r €]0, R], pour tout z € C,

1 dc
Flz)= — ey
)= 5 | SO
Vérifier aussi que pour tout p €0, R, |F(z)] = O(exp(|z|/p) lorsque |z| tend vers
+00.

b) Soit F' une fonction entiere telle que |F(z)| = Of(exp(k|z])) lorsque |z| tend
vers +o0o (pour un certain £ > 0) et b, = F™(0)/n! pour n € N. En utilisant les
inégalités de Cauchy, montrer que le rayon de convergence de la série [n!b,z"],>0 est
au moins égal a 1/k.

Exercice 3.14 (*) : singularités essentielles ou non. Quel est le type des
singularités des fonctions suivantes

1 TZ 1 1/2
Z cos( >,z»—>cotanz——,z»—>z(e —1)7
22 —1 z+1 2

Exercice 3.15 (*) : singularités essentielles ou non.

a) Soit f une fonction holomorphe dans un voisinage épointé de 1’origine (I’origine est
retirée), telle que |f(2)| < C|z|~1/2 lorsque |z| tend vers 0. Montrer que la singularité
de f en 0 est une singularité éliminable (c’est-a-dire que f peut se prolonger en une
fonction holomorphe au voisinage de 0).

b) Soit f une fonction holomorphe dans un voisinage épointé de 'origine (1'origine
est retirée). Montrer que 0 est une singularité essentielle de f si et seulement si,
pour tout n € N,

lim[r"(sup |f(2)])] = +o0.

r—0 |z|=r
En déduire que si g est une fonction holomorphe au voisinage de 0, non identiquement
nulle, et telle que ¢g(0) = 0, alors f o g a une singularité essentielle en 0 des que f
en a une.

c) Soit f une fonction holomorphe dans un voisinage épointé de 'origine (1'origine
est retirée), méromorphe a 'origine (c¢’est-a-dire présentant en 0 une singularité non
essentielle, dite aussi pole). Soit g une fonction holomorphe dans C non polynomiale.
Montrer que 0 est une singularité essentielle de g o f.

d) Soit f une fonction holomorphe dans un voisinage épointé de l'origine (1’ori-
gine est retirée), présentant une singularité essentielle en 0. Montrer que, si g est
une fonction holomorphe dans C et non constante, g o f présente une singularité
essentielle en 0.

Exercice 3.16 (*) : inégalités de Cauchy et théoréme de Liouville. Soient
f et g deux fonctions holomorphes dans C et telles que |f(2)| < Clg(z)| pour tout
z € C. Montrer que f = Ag, ou A est un nombre complexe tel que |A] < C. Que
peut-on dire d’une fonction entiere f telle que |f(2)] < ef*#?

Exercice 3.17 (**) : inégalités de Cauchy. Soit f une fonction holomorphe
dans la couronne ouverte C, g := {z; 7 < |2| < R}, ou 0 < r < R < 400, telle que,
Vz e C.r, Re(f(2)) € [A, B]. Montrer que, pour tout p €]r, R],

€B_A

\iyf@ﬂémm@—nR—M'



21

Indication : on raisonnera avec g = exp f.

Exercice 3.18 (*) : principe du maximum.

a) Soit f une fonction continue dans un demi-plan fermé II, holomorphe dans le
demi-plan ouvert II. On suppose que |f| est bornée par M sur la frontiere de II et
que

limsup|f(z)] < M.

|z|—+oc0

z€ll

Montrer que |f| est bornée par sup(M, M’) dans II.

b) En considérant la fonction z +— %% vérifier que le principe du maximum global

dans Q peut fort bien étre en défaut lorsque € est non borné.

Exercice 3.19 (*) : principe du maximum. Soit f une fonction holomorphe
dans un ouvert connexe 2. Si |f| présente un minimum en z € €2, que peut valoir
ce minimum ?

Exercice 3.20 (*) : principe du maximum. Soit f une fonction holomorphe
dans un ouvert connexe . On imagine le graphe de (x,y) — |f(x +iy)|> vu comme
une “carte en relief” dans lespace R3. Quelle particularité (ou plutot anomalie)
présente cette carte en relief (si on la compare a une carte en relief classique d’un
massif montagneux, telle une carte IGN) ?

Exercice 3.21 (*) : principe du maximum. Soit P un polynome de degré d et a
un nombre strictement positif. Montrer que U'ouvert {z € C; |P(2)| < a} ne saurait
avoir plus de d composantes connexes.

Exercice 3.22 (*) : principe de ’application ouverte. Soit {2 un ouvert connexe
de C, ¢ une fonction de classe C' dans €2, & valeurs réelles, telle que la courbe
S = {¢ = 0} soit réguliere (le gradient de ¢ ne s’annule pas sur cette courbe).
Montrer que si f est une une fonction holomorphe dans U telle que f(€) C S, alors
nécessairement f est constante dans €.

Exercice 3.23 (**) : le théoréme de Montel sans Ascoli. Soit (f,,)nen une suite
de fonctions holomorphes dans un voisinage ouvert du disque unité fermé D(0,1) et
fn = ,J;X(’) an 2" le développement en série entiere de f, au voisinage de 'origine.
On suppose que les fonctions | f,,| sont uniformément bornées par une constante M
sur tout compact K inclus dans leur domaine de définition.

a) En utilisant les inégalités de Cauchy et le processus diagonal, montrer que 1'on
peut extraire de la suite des entiers positifs une sous suite strictement croissante
(n)ien telle que, pour tout k € N, la suite (a,, x)r converge vers un certain nombre
complexe ay.

b) En utilisant toujours les inégalités de Cauchy dans la majoration

N
() = () < D Ntm — ang il [21F +2 ) suplanal,
k=0

k>N "

montrer que, pour tout z € D(0,1), la suite (fy,(2))ien est de Cauchy. Conclure a
'existence d’une fonction g continue sur D(0,1) telle que lim;_ fr,(2) = g(2).
Pourquoi g est-elle holomorphe dans le disque ouvert D(0,1)?
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c) Déduire des questions précédentes une démonstration du théoréme de Paul Mon-
tel' qui ne fasse pas appel au théoréme d’Ascoli.

Exercice 3.24 (**) : théoréeme de Montel. Soit U un ouvert de C et F une
famille bornée de fonctions holomorphes dans U (il existe, pour chaque compact
K CC U, une constante My telle que l'on ait pour tout f € F, pour tout z € K,
|f(2)] < Mg). Montrer que la famille 7' := {f’; f € F} est aussi une famille
bornée.

Si F’ est une famille bornée, en est-il de méme de F 7

Exercice 3.25 (*) : théoréme de Montel. La topologie de la convergence uni-
forme sur tout compact sur ’espace des fonctions holomorphes dans un ouvert U de
C peut-elle étre définie par une norme ?

Indication : on pensera au théoreme de F. Riesz caractérisant les espaces vectoriels
normés de dimension finie en termes de relative compacité de la boule unité ouverte.

Exercice 3.26 (*) : théoreme de Montel. Soit 2 un ouvert borné de C et
F Vensemble des fonctions holomorphes de 2 dans lui-méme. Pourquoi F est-elle
une partie relativement compact de 1’ensemble H(2) des fonctions holomorphes sur
), équipé de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact ? Quelle est
I'adhérence de F dans H(Q2) ? Vérifier que F est un semi-groupe pour la composition
des applications et que, si f = lim, .1 f, €t ¢ =lim,, ., g, dans F, alors go f =
lim,, 1o (gn © fn) (toujours pour la topologie de la convergence uniforme sur tout
compact de ().

Exercice 3.27 (*) Suites de fonctions holomorphes. Pour chacun des exemples
suivants, montrer que ’on définit bien une fonction holomorphe dans I'ouvert indiqué
entre parentheses :

. cos(nz) - 1 .

Z — (dans C) Z =) (dans C \ N¥)

n=0 k=1
) ° |
Zeﬂ/ﬁz2 (dans |Arg . 2| <7/4) Z n sin(nz) (dans|Imz| < 1).
n—0 ’ n=1 n

1Si (fn)nen est une suite de fonctions holomorphes dans un ouvert U de C, uniformément bornée
en module sur tout compact de cet ouvert, alors on peut extraire de la suite (f,,)nen une sous-suite
(fn,)1en qui soit uniformément convergente sur tout compact de U vers une fonction g holomorphe
dans U.



Chapitre 4

Holomorphie et propriétés
afférentes (2)

Les exercices de ce chapitre illustrent d’autres propriétés (ou concepts) attachées
aux notions d’holomorphie et méromorphie, développées dans la seconde moitié du
chapitre II (Fonctions holomorphes’ du cours : le principe de réflexion et le lemme
de Schwarz, le développement en série de Laurent, les notions de pole et de résidu, le
théoreme des résidus, le comptage des zéros-poles et le théoreme de Rouché dans sa
version non plus topologique mais cette fois analytique, le théoreme de ’application
ouverte, et enfin le théoreme de Phragmen-Lindelof.

Exercice 4.1 (*) : principe de réflexion de Schwarz. Soit f une fonction
holomorphe dans le demi-plan Im z > 0, continue sur Im z > 0, réelle sur I'axe réel
et telle que |f(2)| = O(|2])") lorsque |z| tend vers I'infini dans {Im z > 0}. Montrer
que f est une fonction polynomiale.

Exercice 4.2 (*) : principe de réflexion de Schwarz. Soit f une fonction
holomorphe dans le demi-disque ouvert D' := D(0,1) N {Imz > 0}, continue sur
D*U] — 1,1], nulle sur | — 1, 1[. Montrer que f est identiquement nulle.

Exercice 4.3 (**) : principe de réflexion de Schwarz. Soit f une fonction
holomorphe dans le disque unité ouvert, a valeurs dans le demi-plan {Imz > 0},
se prolongeant par continuité a un arc de cercle |A, B[ de la frontiere de ce disque,
avec f(JA,B]) = I, ou I est un intervalle de R. Montrer que f se prolonge en
une fonction holomorphe a 'union du disque ouvert D(0,1) et du secteur angulaire
ouvert d’ouverture |A, BJ.

Exercice 4.4 (**) : principe de réflexion de Schwarz et théoréme de 1’ap-
plication ouverte. Soit f une fonction continue de [0,1]* dans le disque fermé

D(0, 1), holomorphe dans ]0, 1[2. On suppose f bijective entre [0,1]? et D(0,1).

a) Montrer que, si I' désigne le lacet correspondant au bord de [0, 1] parcouru une
fois dans le sens trigonométrique, un paramétrage de f o I" est t s 27t

b) Montrer que f se prolonge en une fonction entiere.

Exercice 4.5 (*) : lemme de Schwarz. Soit f une fonction holomorphe du disque
unité ouvert D(0, 1) dans lui-méme s’annulant a 'ordre m > 1 en z = 0. Montrer
que |f(z)] < |z|™ pour tout z € D(0,1) et que [f™(0)] < m!. Que se passe-t-il
lorsque 'une de ces inégalités devient une égalité ?

Exercice 4.6 (**) : le lemme de Schwarz comme il apparait souvent en
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24 Holomorphie et propriétés afférentes (2)

théorie des nombres. Soit f une fonction entiere, s’annulant a ’ordre au moins
v en tout point d’un sous-ensemble fini S inclus dans le disque unité fermé D(0, r).
Montrer que, pour tout R > r, on a

log sup |f(2)| <log sup |f(z)| — vcard(S) log R2_ s
|z|=r |z|=R r

Indication : on pensera a factoriser dans le disque unité ouvert la fonction

f(Rz)
SUP|¢|=r |f(<)’
et a appliquer ensuite le lemme de Schwarz.

Exercice 4.7 (**) : lemme de Schwarz. Soit f une fonction holomorphe du
disque unité ouvert D(0, 1) dans lui-méme. Montrer que si z et w sont deux points

de ce disque, on a
) =S |
L= flw)f(2)"

Que peut-on dire s’il y a égalité pour deux points z et w distincts ?
Indication : a partir de la fonction

O~ fw)
1— fw)f(C)

on essaiera de construire une fonction holomorphe de D(0,1) dans lui-méme s’an-
nulant en 0.

Z—Ww

1 —wz

Exercice 4.8 (***) : lemme de Schwarz. Soit f une application holomorphe de
D(0,1) dans D(0,1) s’annulant au points zi, ..., z,. Par récurrence sur n, montrer
que [f(0)] < |z1... 2]

Exercice 4.9 (*) : calcul de résidus. Quels sont les poles de la fonction

cotan (7z)

Ju 2 zz(z—w)?

Calculer les résidus en ces poles de la forme différentielle f,(z) dz.

Exercice 4.10 (*) : théoréme des résidus. Soit R = P/Q) € C(X) une fraction
rationnelle, écrite ici sous forme réduite, telle que deg P < deg () — 2, et n’ayant que
des poles simples. Montrer que

(@)

Pla) _
Qo)

>
Q(a)=0

Exercice 4.11 (*) : théoréme des résidus. En utilisant le théoreme des résidus,
calculer les intégrales semi-convergentes (les deux derniéres sont dites intégrales de

Fresnel) :
> sint o o
/ —dt, /sintzdt,/ cos t? dt.
o 0 0 0

Indication : dans le premier cas, utiliser comme contour le segment [—R, R] (en
prenant soin dans un premier temps d’éviter lorigine), concaténé avec le demi-cercle



25

t € [0, 7] — Re*™ ; pour les deur autres intégrales, utiliser le bord du secteur conique
{re?; 0<r<R;0¢el0,r/4]}.

Exercice 4.12 (*) : fonctions méromorphes et résidus (fonction Gamma).
Pour tout z € II" := {Rez > 0}, on pose

[(z):= / t*te~tdt.
0

a) Montrer que I' est holomorphe dans le demi-plan I et vérifie I'(z + 1) = 2I'(z2)
dans ce demi-plan ouvert.

b) Montrer que I' admet un prolongement a C tout entier en une fonction méromorphe

dont les poles sont 0, —1, —2,.... Calculer les résidus en tous ces poles de la forme
['(z)dz.

Exercice 4.13 (**) : fonctions méromorphes et résidus (fonction zéta de
Riemann). Pour tout z € II] := {Rez > 1}, on pose

n*’
n=1

a) Montrer que ¢ est holomorphe dans le demi-plan I} .

b) Montrer que I'on a, pour tout z € IT}, la formule

o) tzfl

r(z)g(z):/o p—

c) Montrer que la fonction

OOtZ1
zE(C»—>/

est bien définie dans C tout entier et est une fonction entiére.

d. Montrer! qu'il existe des nombres By, k > 0, tels que la série entiere [By2*]1>0
soit de rayon de convergence 27 et que, pour tout z € I, on ait

1 2le
/0 et —1 _Zz+k—1

e) Déduire des questions précédentes que la fonction (T" se prolonge en une fonction
méromorphe dans C dont on donnera la liste des poles. Que valent les résidus en ces

poles de la forme ((2)I'(2) dz?

Exercice 4.14 (*) : décompte des zéros-poéles. Calculer le nombre de zéros du
polynome
P(z) = 2° +122° + 32> + 202 + 3

dans la couronne {1 < |z| < 2}. Méme question pour le polynome

P(z) = 2" — 52 +6.

Woir aussi 'exercice 3.6.
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Exercice 4.15 (**) : théoréme et formules de Rouché. Soit f une fonction
continue dans D(0,1) x D(0, 1), telle que, pour tout w € D(0,1), la fonction

fw 1 z2+— f(z,w)

soit holomorphe dans le disque ouvert D(0,1). On suppose aussi que f ne s’annule
pas dans {|z| =1} x D(0,1).

a) Montrer que pour tout w € D(0,1), f, n’a qu'un nombre fini de zéros (chacun
compté avec sa multiplicité) dans D(0,1) et que ce nombre ne dépend pas de w. On
I’appelle dans la suite p.

b) On suppose aussi que, tout z € D(0, 1), la fonction w — f(z,w) est holomorphe
dans D(0, 1). Montrer qu'il existe des fonctions ay, ..., a, holomorphes dans D(0, 1),
telles que dans D(0,1) x D(0,1),

flz,w) = (2P +ay(w)"" + -+ a, 12 +ay)g(z,w),

ou g est une fonction continue de D(0,1) x D(0,1) dans C* telle que, pour tout
w € D(0,1), z — g(z,w) soit une fonction holomorphe dans D(0, 1) (et vice versa
en échangeant z et w). Les zéros de f dans D(0,1) x D(0,1) peuvent-ils étre des
points isolés ?

Indication : on utilisera les relations de Newton reliant les sommes de Newton
S1, ..., Sp de p nombres aux fonctions symétriques élémentaires o1, ..., 0, de ces mémes
p nombres.

Exercice 4.16 (*) : formules de Rouché. Soit f une fonction holomorphe dans
un voisinage du disque fermé D(0, 3), ne s’annulant pas sur la frontiere de ce disque,
et v :t+— 3e?7™. On suppose

F(O 40 Cf’ C2f’
2ir |, FO™

= —4.

Que valent les zéros de f dans le disque D(0, 3)?

Exercice 4.17 (**) : théoréme de ’application ouverte. Soit f une application
holomorphe d'un ouvert connexe U dans lui-méme, telle que fo f = f. Montrer que
soit f est constante, soit f est l'identité.

Exercice 4.18 (*) : théoréme de D’application ouverte. Soit U un ouvert
connexe de C et f une application holomorphe non constante de U dans U telle que
f(U) soit un sous-ensemble relativement compact de U. On définit la suite f en
posant fI"l = fo fo...of (n fois).

a) Montrer que tous les ensembles fI"(U), n € N, sont ouverts et que leur intersec-
tion K est compacte.

b) Montrer que l'on peut extraire de la suite (f), une sous-suite uniformément
convergente sur tout compact de U vers une fonction g et que g(U) C K.

c) Montrer qu'en fait g(U) = K. En conclure que la suite (f"), converge uni-
formément sur tout compact vers un point d’attraction zo € U.

Exercice 4.19 (**) : principe de Phragmen-Lindel6f. Soit F' une fonction
entiere telle que |F(2)| < CeP*l pour tout z € C, C et B étant deux constantes
positives. On suppose aussi qu’il existe un entier N tel que F(t) = O(1 + |t|)V
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lorsque t tend vers +oo dans R. Montrer qu’il existe une constante positive C’ telle
que
VzeC, |F(2)] < C'(1+ |z])NePmAl,

Exercice 4.20 (**) : principe de Phragmen-Lindel6f dans une bande. Soit
f une fonction holomorphe bornée dans la bande ouverte B := {z; 0 < Rez < 1},
se prolongeant en une fonction continue & B. Soit Ay = sup,ep |f(iy)] et A =
sup,eg | f(1 + iy)[. On suppose AgA; > 0.

a) Montrer que la fonction G : z € B + f(2)A; ' A;* est holomorphe dans B, se

prolonge en une fonction continue dans B, de prolongement borné en module par 1
sur la frontiere de B.

1. . . . 2 N . .
b) En utilisant le principe du maximum avec z — G(z)e®", ou € > 0, puis en faisant
tendre € vers 0, montrer

VieB, |f(z)] < AyerAlr,

c) Que se passe-t'il si AgA; =07
Exercice 4.21 (**) : principe de Phragmen-Lindel6f dans un secteur. Soit
a €]0, [ et C, le secteur angulaire ouvert

Co i ={2 € C; |arg_, ((2)] < a}.

a) Pour v €]0, oo[, on définit la fonction z — 27 dans C, par

27 = exp(y(log |z| + iarg, -((2))).

Montrer que cette fonction est holomorphe dans C,, et se prolonge en une fonction
continue sur C,,.

b) Soit f une fonction C,, — C, continue sur C,, holomorphe sur C, et telle que
Supge, | f| = M < oco. On suppose aussi qu'il existe trois constantes A >0, B > 0,
p €]0,7/(2a)] telles que

VzeCy, |f(2)] < AePlE”
Soit v €]p, w/(2a)[. Montrer que, pour tout € > 0, on a

lim [f(2)e | = 0.
|z| =400

zECia

c) Montrer en utilisant convenablement le principe du maximum que, pour tout
€ >0,
Vze Oy, |f(2)e | < M.

En déduire que |f| est bornée par M = supy, | f| dans C,.
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Chapitre 5

Harmonicité

Cette section est en relatuion avec le chapitre III du cours (“Fonctions Har-
moniques”). Les exercices proposés illustrent les notions d’harmonicité, de sous-
haarmonicité, de super-harmonicité, leur caractérisation en termes de formules de
la moyenne (resp. de la sous-moyenne ou sur-moyenne), les fonctions de Green et
noyaux de Poisson, la formule de représentation de Green et 'intégrale de Poisson,
enfin la notion de mesure harmonique.

Exercice 5.1 (*) : fonctions harmoniques dans R".

a) Montrer que, si n > 3, la fonction

(X1, ey Tp) ||x||2_"

est harmonique dans R” \ {(0,...,0)}.

b) Montrer que, si x — f(z) = g(||x||) est une fonction de classe C? et radiale dans
R™\ {0}, alors

Alfl(x,y) = g"(llz]]) + HT_HQ’(IISCII)

Trouver toutes les fonctions harmoniques radiales dans R™ \ {(0, ...,0)}.

c) Vérifier que, si ¢ est une fonction de classe C? & support compact dans R”,

o n/2 —n/2/ / 2—n
©(0) = 22— 1) ) )] ||z||*" dxy . . . dxy,.

Indication : on pensera a la formule de Green-Ostrogradski; on rappellera le calcul
du volume de la boule unité de R™, puis celui de la surface de la sphére unité (dont
on aura besoin ici).

Exercice 5.2 (*) : de Green-Riemann a Green-Ostrogradski. Reprendre
I’exercice 1.18.

Exercice 5.3 (**) : la formule de Stokes dans R"™. Soit U un voisinage du
simplexe Ag = {t; + -+ +1, < 1;t; > 0,5 = 1,...,n}. Vérifier, pour un tel simplexe
et toute (n — 1)- forme w de classe C'! au voisinage de A que l'on a la formule

/.../Aodw:/.../mow

apres avoir donné un sens au membre de droite. Pourquoi retrouve-t-on bien ici la
formule de la divergence mentionnée en cours? Comment établirait-t-on la méme
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formule lorsque A est remplacé par son image ®(A() par un difféomorphisme de
classe C?? Comment en déduirait-on la formule de la divergence pour un ouvert
borné de frontiere assez réguliere 7

Exercice 5.4 (*) : harmonicité et propriétés de moyenne. Soit u une fonction
de classe C? dans un ouvert © de R, telle que, pour toute boule fermée B incluse
dans €2, on ait

ou

OB aVext

do =0,

oll o désigne la mesure surfacique sur le bord de B. Montrer que u est harmonique
dans €.

Exercice 5.5 (*) : harmonicité et formule de la moyenne (théoréme de
Kellog). Soit u une fonction continue réelle dans la boule fermée B(0, R) de R",
telle que, pour tout = dans la boule ouverte B(0, R), il existe r(x) €]0,d(x,0B)] tel

que
1

u(z) = —/ UWAOB (2 r(z))
1on (@) Sspriy )

Oll 0B(z,r(z)) désigne la mesure surfacique sur le bord de B(xz,7(x)).

a) Comment s’exprime 1'unique fonction v harmonique dans B(0, R), continue dans

B(0, R), et telle que v = u sur le bord de B(0, R)?

b) On note w =u—v et M := maXp g gy W et I’on suppose M > 0. On suppose que

I'ensemble F = {w = M} N B(0, R) est non vide. Montrer qu'’il existe au moins un
point zo de B(0, R) tel que

d(z0,dB(0, R)) = d(E,dB(0, R)) > 0.

c) Montrer que
/ (w(wo) = w) doB(a,r(zo)) = 0
9B (xo0,r(x0))

et en conclure que w = M dans B(xg, r(x)). Pourquoi ceci contredit-il I'hypothese
faite sur £ (E non vide) ?

d) Déduire de la contradiction établie au ¢) que u est harmonique dans B(0, R).

Exercice 5.6 : fonctions sous-harmoniques. Soit u une fonction continue et a
valeurs réelles dans un ouvert §2 de R".

a) Rappeler ce que signifie le fait que u est sous-harmonique dans €.

b) Montrer que u est sous-harmonique dans (2 si et seulement si, pour tout ouvert
Q' CC Q, pour toute fonction A harmonique réelle sur {2’ et continue sur ﬁ/, on ait

VeeQ, u(x)— h(z) < sup (uly) — h(y)).

yeoy

c) Utiliser le critere établi au (b)! pour montrer que si f est une fonction holomorphe
dans un ouvert Q de C, alors log |f| est sous-harmonique dans (.

1Se servir aussi du fait que, si U est un ouvert simplement connexe de C, toute fonction harmo-
nique réelle h dans U s’exprime dans U sous la forme h = Re fy, ou fy est holomorphe dans U,
cf. Theoréme II1.4.1 du cours. Cette question propose une autre démonstration de la Proposition
111.4.4 du cours.
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Exercice 5.7 : sous-harmonicité. Soit ) un ouvert de R. et u une fonction
localement intégrale dans €2, a valeurs dans [—o0, +00[. On suppose que, pour tout
x € Q, pour tout r €0, d(z, dN)],

1
u(x) < / udo (g .-
W™ B(z,r)

La fonction u est-elle sous-harmonique dans 27 Pour tout x € €2, on pose

u*(x) = limsup(u(y)) .
y—x
Meéme question que précédemment pour cette fois la fonction u*.

Exercice 5.8 : formule de représentation (n = 2). Soit {2 ou ouvert borné du
plan de frontiere C, u une fonction de classe C' au voisinage de Q, de classe C? et
harmonique dans €2. Vérifier la formule de représentation :

wz) = -2 [ 2 log | — 2] do(¢) — = /m““)

_% N aVext 27

lo -z ] do(C),
5 | o81¢ = =] do ()
ou do représente la mesure lineique sur le bord de 9€2. Que devient cette formule de
représentation en dimension n 7 Que devient cette formule de représentation lorsque
u est de classe C? dans €2, mais n’est plus supposée harmonique ?

Exercice 5.9 : principe de réflexion pour les fonctions harmoniques. Soit u
une fonction harmonique dans |a, b[+:]0, §[, se prolongeant a |a, b[+i[0, 0] de maniere
continue, nulle sur le segment réel |a, b|. Montrer que la fonction définie dans I'ouvert
la, b[+i]—0,0[ par v(z) = u(z) silmz > 0 et v(2) = —v(Z) si Im z < 0 est harmonique
dans |a, b[xi] — 9, d].

Exercice 5.10 : mesure harmonique. Soit {2 un ouvert borné de R" a frontiere
C*. On suppose qu’étant donnée une fonction continue quelconque ¢ : 9Q — R, il
existe une fonction P[] continue sur Q, harmonique dans ) et égale & ¢ sur 9.

a) Montrer qu'une telle fonction P[p| est unique et exprimer la en termes de la
fonction de Green Gg de l'ouvert 2 (on admet Pexistence d'une telle fonction de
Green).

b) Montrer que l'espace des fonctions continues de 02 dans R est un espace de
Banach F pour la norme uniforme, qu’il en est de méme pour 'espace des fonctions
continues de € dans R (aussi pour la norme uniforme) et que ¢ — Plp] est une

isométrie de E dans F. En déduire que, pour tout x € €2, I'application
p € E — Ply](z)

est une forme linéaire L, continue positive sur F, i.e une forme linéaire continue L,
telle que L,(¢) > 0 si ¢ > 0. Peut-on donner un sens a L,(x4) si A est un sous-
ensemble mesurable de 927 Si oui, pourquoi définit-on ainsi une mesure positive 2
L, sur le bord de Q27

2Cette mesure positive 1z, qui est d’ailleurs une mesure de probabilité, a aussi une interprétation
en physique, en relation avec le mouvement brownien dans le plan (cf. par exemple wikipedia
pour une définition de ce processus aléatoire) : si A est un sous-ensemble mesurable de 092, i, (A)
représente la probabilité pour qu'une particule issue de x a 'instant ¢t = 0 et assujettie précisément
au mouvement brownien dans le plan s’échappe pour la premiere fois de 'ouvert 2 au travers d’un
point de A.
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Exercice 5.11. On suppose que 'on peut résoudre le probleme de Dirichlet pour
louvert © = D(0,1) \ {0} du plan complexe, ce qui implique® que 'on puisse
construire une fonction de Green Ggq, s’écrivant donc sous la forme

log |z — w|

hw(2),
5 T hw(2)

Gao(w, z) =
oll hy est de classe C' dans €, de classe C? et harmonique dans €. Pourquoi la
fonction harmonique z — hy,(2) a t-elle une singularité éliminable en z = 07 Montrer
que la fonction G définie par G(z) = Gq(w, z) est sous-harmonique dans D(0,1)
et conclure a une contradiction avec le principe du maximum. En déduire que €2
ne saurait posséder de fonction de Green. Le méme résultat se transpose-t’il a la
dimension n ?

Exercice 5.12 (*) : harmonicité et propriétés de moyenne. Soit u une fonction
harmonique dans une couronne ouverte { Ry < |z| < Ry}. On pose, pour tout r > 0,

flr) = %/0 7ru(?“ew) do.

Montrer que f(r) = alogr + b, ou a et b sont deux constantes Montrer que si
P est un polynéme de Laurent, ie. P(z) = Y.V, arz", il existe une subdivision
Ry=0< Ry <..<R,_1 <R, =+00 de |0, 00][ telle que la fonction

1 [ .
T —/ log | P(re®| df
2 Jo

soit une fonction affine de logr sur chaque intervalle ouvert | Ry, Rg11][.

Exercice 5.13 (*) : harmonicité et holomorphie. Montrer que toute fonction
réelle harmonique dans C et bornée supérieurement est constante.

Exercice 5.14 (**) : formule de représentation de Poisson.
a) Vérifier, pour ¢ € {|¢| =1} et z € D(0, 1), la relation

1S — 1= (+=
=z _Re(g_z>'

En déduire que si u est une fonction harmonique réelle dans D(0, 1) et continue dans
D(0, 1), 'unique fonction A (on dira au passage pourquoi elle est unique) holomorphe
dans D(0, 1), telle que Im h(0) = 0 et que Reh = u dans D(0, 1), est donnée par

_ 1 (+z2 d¢
o) -5 [ R0 %

b) Soit f une fonction holomorphe dans D(0, 1), nulle en 0, et telle que |Re f| < A
dans D(0, 1). Montrer que, si 0 < r < 1, on a, pour tout z € D(0,7),

2A 1+4+7r
/() < P og -

7”

3Voir la construction de la fonction de Green (z,y) — Ggq(z,y) dans la section II1.3 du cours
(page 30), ainsi que son expression & partir du potentiel T
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Exercice 5.15 (**) : inégalité de Harnack. Soit « une fonction continue positive
dans D(zp, R), harmonique dans D(z, R).

a) Etablir, pour tout z € D(zy, R), pour tout 6 € [0, 27|, I'inégalité :

R—|Z—Zo| < R2—|Z—Zo|2 < R+|Z—Zo|
R+|z—2| = |20+ Re?® —z|> = R— |z — 20|

b) En déduire que si u est une fonction continue positive dans D(zg, R), harmonique
dans D(zg, R), on a l'inégalité de Harnack :

R— |z — z|

u R+‘Z—Zo|
R+ |z — 2|

(z0) <u(z) < mu(zo) Vz € D(z, R).

c¢) En utilisant I'inégalité établie au a) (on pourra se ramener au cas des fonctions
harmoniques positives réelles), montrer que si u est une fonction harmonique de C
dans lui-méme, bornée en module, alors u est constante (comparer avec le résultat
établi dans l'exercice 5.13).

Exercice 5.16 (**) : intégrale de Poisson. Pour tout z € D(0, 1), on définit une
fonction ¢, : [0,27] — R comme suit (faire un petit dessin) : le point e*=(®) est

I'intersection du cercle unité et de la demi-droite issue de z et dirigée par e, avec

la convention 0 < ¢, () — 0 < 2.
a) Montrer que ¢, est différentiable et que

ei</7z(9) — Z‘

v:(0) = |~ —

b) Montrer que, si u est une fonction continue sur T, alors, si P(u) désigne l'intégrale
de Poisson de u,

P(u)(2) = — /0 " (e gp.

T o

Exercice 5.17 (**) : formule de Poisson, fonctions sous-harmoniques. Soit
u une fonction continue, positive dans B(0, R) et sous-harmonique dans B(0, R).
Soit zp € B(0, R) et C' un cercle de centre z, inclus dans D(0, R).

a) Soit v la fonction harmonique dans D(0, R) égale a u sur le bord de ce disque.

Comparer
/ u(z)doc
c

et v(z) (doc désigne la mesure de Lebesgue sur le cercle C).

b) Utiliser la formule de Poisson pour établir :

/ u(2)doc < <1 + %) / dogp(o,R)-
C 0C(0,R)

Exercice 5.18 (*) : sous harmonicité de |f|? pour f holomorphe et p > 0.
Soit f une fonction holomorphe au voisinage de D(0,1). Montrer, pour tout p > 0,
I’inégalité de Hardy :

1 1 [ A
S arans g [ isenpa.
™ JD(0,1) ™ Jo
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Exercice 5.19 (**) : sous-harmonicité et convexité. Soit u une fonction conti-
nue dans la couronne ouverte Cg, g, := {0 < Ry < |z| < Ry < co}. Montrer que la
fonction

1 27 )
r+— log A(u,0,7) := log [2—/ u(re®) d@}
0

™

est une fonction convexe de logr dans |Ry, Ry| si et seulement si, pour tout o > 0,
r — r%\(u,0,r) est une fonction convexe de logr. Si 'on suppose en plus logu
sous-harmonique dans la couronne, montrer qu’il en est de méme pour

z +—log(u(z)) + alog|z| et z — |z|u(z)

pour tout a > 0. Calculer A(|]z|%u,0,7) en fonction de A(u,0,7) si r €|Ry, Ry|.
Montrer enfin que si u est une fonction positive dans la couronne Ck, g, et telle que
log u soit sous-harmonique dans cette méme couronne, alors r +— log(A(u,0,7)) est
une fonction convexe de logr dans |Ry, Ry|.

Exercice 5.20 (inégalité de Carathéodory). Soit g une fonction holomorphe
dans un voisinage du disque fermé D(0, R), avec g = P + iQ (P et @ a valeurs
réelles) dans ce disque ; montrer que, pour tout z € D(0, R),

1 [* P(Re?)(Re + 2) T

= — : dg + — Re)df
9(2) 2 Jo Re? — z - 27 J, QR
1 [* P(Re?)(Re + 2)
= — : df +1Q(0
2im J, Ret? — 2 +iQ(0)
~ g0)+ 2 / " P(Ré®)—~qdp
-9 T Jo Re? —z

En déduire que, si 'on note Ay(R) :=sup{P(z); |z| = R}, on a

2r
R—r

9(2)| < [g(0)] + (Ag(R) = P(0)), Vz, [|<r <R

(on appliquera la formule précédente a Ay,(R)—g). Montrer que, si f est une fonction
holomorphe au voisinage de D(0, R), ne s’annulant pas dans D(0, R) avec f(0) = 1,
alors, pour tout r €]0, R],

2r
1f(2)] > (Ms(0;R)) R=7 vz, [z <r,

si
My (0; R) := sup |f(Rei6)|.

[0,27]



Chapitre 6

Le théoreme de Runge

Cette série d’exercices illustre la section 1 du chapitre IV du cours (“Approzi-
mation des fonctions holomorphes et équation Ou/0zZ = f”) dévolue aux diverses
versions du théoreme de Runge.

Exercice 6.1 (*) : théoréme de Runge. Soit 2 un ouvert de C dont le complé-
mentaire n’a pas de composante connexe bornée. Montrer que les polynoémes sont
denses dans 'espace des fonctions holomorphes sur 2 (pour la topologie de la conver-
gence uniforme sur tout compact).

Exercice 6.2 (**) : théoréme de Runge. Soit K un compact de C et A = {ax}
une collection de points dans C, la regle étant qu’il existe un et un seul point de
A dans chaque composante connexe bornée de C\ K. Montrer que toute fonction
holomorphe au voisinage de K s’approche uniformément sur K par des fractions
rationnelles a poles dans A.

Exercice 6.3 (*) : enveloppe d’holomorphie. Donner un exemple d’un compact
K et de deux ouverts () et {23 contenant tous les deux K et tels que les enveloppes
d’holomorphie KQl et KQ2 different.

Exercice 6.4 (**) : théoréeme de Runge (mais aussi formule de Cauchy).
Soit K un compact de C et f une fonction holomorphe au voisinage de K. En
utilisant le théoreme de Runge, montrer que f s’approche uniformément sur K par
des fractions rationnelles a podles simples, tous dans C \ K. Retrouver ce résultat
en utilisant la formule de Cauchy : montrer pour cela qu’étant donné un ouvert
) contenant K, il existe un nombre fini N de courbes de Jordan (polygonales) de
support dans €2 telles que K soit dans 'union des ouverts qu’elles enserrent.

Exercice 6.5 (*) : élémentaire. Montrer élémentairement que la fonction z +— 1/z
ne peut étre limite uniforme de polynémes dans 'anneau {1 < |z| < 2}. Cela est-il
bien en concordance avec le théoreme de Runge ?

Exercice 6.6 (***) : Autour du théoréeme de Runge.

(a). Soit n € Net 0 < b, < a, < n. Montrer qu'’il existe un polynome p, tel que
Ipa(2)] > nsilmz = b, et z € B(0,n), et [p,(z)] < 1/n pour z € B(0,n) et soit
Imz <0, soit Imz > a,,.

(b) Déduire du (a) l'existence d’une suite de polynomes (p,,), convergeant simple-
ment vers la fonction nulle, la convergence étant uniforme sur tout compact de C\R,
mais non uniforme au voisinage d’aucun point de ’axe réel.

(c) Construire une suite de polynémes convergeant simplement vers 0 sur R et vers
1 sur C\ R.
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36 Le théoréme de Runge

Exercice 6.7 (**) : Runge et dualité. Soit K un compact de C de mesure nulle.
Montrer que les fractions rationnelles a poles hors de K sont denses dans C(K).

Exercice 6.8 (**) : Runge et dualité. Soit K un compact de C tel que C\ K soit
connexe et K de mesure nulle. Montrer que les fonctions polynomiales sont denses
dans C(K). Que retrouve-t-on si K est un intervalle de R?

Exercice 6.9 (**) : Runge et enveloppe d’holomorphie. Prouver que les items
suivants sont équivalents, étant donnés deux ouverts ; C €25 de C.

— Toute fonction holomorphe dans §2; est limite uniforme sur tout compact d’une
suite de restrictions a §2; de fonctions holomorphes sur €2,.
Si 2\ Q) = KUF avec K compact, F fermé dans Qs et K N F = (), alors
K =10. R R
Pour tout compact K de Qy, Kq, = Kq,.
— Pour tout compact K de €y, IA(Ql =N _[?Q2.
— Pour tout compact K de 4, 1 N _[?QQ est aussi un compact de €2;.



Chapitre 7

Résolution du 0 et produits infinis

La série d’exercices proposée ici illustre les sections 2 et 3 du chapitre IV du
cours (“Approximation des fonctions holomorphes et équation Ou/0zZ = f”), plus
particulierement la résolution du 0 et le maniement des produits infinis (au travers
du théoreme de Weierstrass).

Exercice 7.1 (**) : Résolution de Ju = f. Soient f; et f, deux fonctions holo-
morphes dans le disque unité ouvert D(0, 1) du plan complexe, sans zéro commun
dans ce disque.

(a) Construire deux fonctions g; et g, de classe C*° dans D(0,1) telles que 1 =
fig1 + fage dans D(0,1).

(b) Déterminer tous les couples de fonctions (v, v2) de classe C* dans D(0, 1) tels
que 'on ait I'identité fivq + fove = 0 dans D(0, 1).

(c) En utilisant la surjectivité de l'opérateur de Cauchy-Riemann de C*°(D(0,1))
dans lui-méme, montrer qu’en « corrigeant » judicieusement le couple ( f1, f2) construit
au (a), on peut trouver deux fonctions h; et hy holomorphes dans D(0, 1) telles que
fih1 + fahe = 1 dans D(0, 1).

Exercice 7.2 (*) : produits infinis. Soit (p,),>1 la suite des nombres premiers :
2,3,5,....

(a) Prouver, pour tout nombre complexe z de partie réelle strictement supérieure a
1, la convergence du produit infini

1

Pourquoi ce produit définit-il une fonction holomorphe dans {Rez > 1} 7
(b) Vérifier, pour tout z tel que Re z > 1, I'identité d’Euler :

o0 1 o0
;E:rh

n=1 o j 23

T
D7,

1
T

Exercice 7.3 (*) : produits infinis. Prouver la convergence, pour tout z € D(0, 1),
du produit infini

[e.o]

[Ja+2>).

n=0

Pourquoi ce produit infini définit-il une fonction holomorphe dans le disque unité ?

37



38 Résolution du 0 et produits infinis
Vérifier la formule .
H (1+2*

Exercice 7.4 (**) : produits infinis, facteurs de Weierstrass.
(a) Montrer que 'on définit bien une fonction entiére en posant, pour tout z € C,

Vze D(0,1)

2

re=11(1- ).

n=1

Calculer la fonction méromorphe F’/F' (sous forme d'un développement en série de
fonctions méromorphes uniformément convergent sur tout compact de C\ Z*).

(b) Si N est un entier strictement positif et z un nombre complexe de module
strictement inférieur & N + 1/2, calculer grace a la formule des résidus

cotan 7w(
I = —d
N(Z> /’YN+1/2 C(C - Z) ‘

st Yntiye 1t €[0,1] = (N +1/2)e* ™.
(c) Quelle est la limite de Iy(2) lorsque N tend vers 00 ? En déduire la formule

2

sin(mz) 2
VzeC, == _H(1—ﬁ>.

n=1

(d) En utilisant convenablement la formule trigonométrique de duplication pour le
sinus, montrer que l'on a aussi I'autre factorisation

VzeC, sin(m Hcos <7TZ)

Exercice 7.5 (**) : produits infinis, facteurs de Weierstrass.
(a) Soit, pour tout n € N*, la fonction méromorphe

() = n (n—i— 1>Z

n-+z n

Montrer que le produit infini
n=1

est uniformément convergent sur tout compact de U := C \ {—1,—2,...} et définit
une fonction ® méromorphe dans C, a poles les entiers strictement négatifs.
(b) Montrer que, pour tout z tel que z —1 € U,

NI N~*
P(z—1)= 1i .
(2 ) N—1>I}rlooz(z+1)---(z+N)

(c) Vérifier, pour tout z de partie réelle strictement positive, la formule

0 N! N*
/ t*le7tdt = lim
0 N—+oo z(z+1)...(2z+ N)
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(utiliser pour cela le théoréme de convergence dominée de Lebesque et le fait que e™*
est, pour tout t > 0, la limite lorsque N tend vers 400 de (1 —t/N)™xjo.n(t)).
(d) Montrer que la fonction

z€{Rez>0}—TI(2) = / t= e tdt
0

se prolonge en une fonction méromorphe a tout le plan complexe et que ce prolon-
gement coincide avec la fonction z — ®(z — 1).

(e) En déduire que I' ne s’annule pas dans {Rez > 0}, que z — 1/I'(2) se prolonge
a tout le plan complexe en une fonction entiere F'; et que I'on a

) = ze?* H (1—1— > —z/n

neN*

ou

N
i 1
=, (54 m) o

désigne la constante d’FEuler (on montrera l'existence de la limite (7.1)).
(f) En utilisant le théoreme de convergence dominée et le développement

1

] - e M Vit €0, o0l
J— e_

NE

e
Il

0

démontrer!, pour tout z tel que Rez > 1, I'identité

OOtzl

1

(g) Montrer que, pour tout z € C, la fonction ¢ € [1, 00[— t*~!/(e'—1) est intégrable
au sens de Lebesgue sur [1, 00[ et que la fonction

Ootzl
zE(C|—>/

est une fonction entiere (on utilisera les théoremes de Morera et de Fubini).
(h) Si les Bg, k € N, désignent les coefficients de Taylor du développement au

voisinage de l’origine de
oo
= E Bkzk

k=0

(voir I'exercice 3.6), montrer que l'on définit une fonction méromorphe dans C, de
poles 0, —1, —2, ... en posant

0,—1,-2, ..
Zz_‘l_k_lz% Y Y Y

k=0

Vérifier que 'on a, pour tout z tel que Rez > 1,

1 tz—l 1 t
M(z):/ " 1dt:/ 7 ———dt.
g €' — 0 et —1

Woir aussi 'exercice 4.13.




40 Résolution du 0 et produits infinis

(1) Déduire en utilisant les résultats établis aux questions (e) a (h) que la fonction
¢ définie dans {z; Rez > 1} par

se prolonge en une fonction méromorphe dans le plan complexe et de la forme

() = —= + H(2),

ou H(z) est une fonction entiere.

Exercice 7.6 (*) : théoreme de Weierstrass dans C*.
(a) Montrer qu’il existe une fonction entiere F' telle que

VzeC, F(z+1)=F(2)

et qui s’annule en tous les zéros de z — e* — 1.

(b) Montrer en revanche que si P est un polynéme a coefficients complexes, de zéros
a1, ..., g, SUPPOsés tous simples, la seule fonction entiere F' telle que P(d/dz)[F] =0
et F(a;) =0, j =1,...,d, est la fonction identiquement nulle 2.

2L opérateur H (D) associé & la fonction entiére H : z +— €* — 1 comme P(D) 'est au polynome
P est 'opérateur qui & une fonction entiére F' associe F(z 4+ 1) — F(z), d’ou le lien entre les deux
questions (a) et (b) de 'exercice.



Chapitre 8

Applications conformes, sphere de
Riemann

Ce chapitre propose une batterie d’exercices en relation avec le chapitre V du
cours (“Transformations holomorphes, Théoréme de Riemann”). 11 est centré autour
de la notion géométrique de conformité et une familiarisation avec la sphere de
Riemann (algébriquement la droite projective P(C)).

Exercice 8.1 (*) : applications conformes. Montrer que I’application
z > log |z| +iArg)_, - ((2)

réalise une application conforme entre C\ R~ et {|Imz| < 7}.

Exercice 8.2 (*) : applications conformes. Quelle est I'image de la bande
{0 <Rez <7}

par 'application z +— cos z? Décrire I'image des droites verticales et des segments
horizontaux par cette application.

Exercice 8.3 (***) : applications conformes. Construire (en utilisant des ho-
mographies convenables) une application conforme entre le disque unité D(0,1) et
l'ouvert U défini comme lintersection de ce disque avec le disque ouvert D(1,1).
Plus généralement, construire une application conforme entre le disque unité et la
lunule définie comme intersection de deux disques ouverts du plan complexe dont
les frontieres se coupent en deux points distincts d’affixes a et b.

Exercice 8.4 (**) : applications conformes, théoréme de Riemann. Soit U
I'ouvert de C défini comme ]0, 1[* auquel on a retiré tous les segments

(1/n,0), (1/n,1/2)], n=2,3, .

Montrer que U est conformément équivalent au disque unité ouvert D(0,1), mais
qu’il ne saurait y avoir d’application conforme entre D(0,1) et U se prolongeant en
une bijection continue entre D(0,1) et U.

Exercice 8.5 (*) : homographies. Montrer que la fonction de Kaebe
K :2¢eD(0,1) — an”
n=1
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42 Applications conformes, sphere de Riemann

s’exprime en fonction de I’homographie de Cayley :

z+1

D(0,1

sous la forme
2(C(2) +1)?
4 Y
et qu'elle réalise une transformation conforme entre D(0,1) et C\| — oo, —1/4].

VzeD0,1), K(z) =

Exercice 8.6 (**) : applications conformes, théoréme 1/4 de Kaebe.

(a) Soit f une fonction holomorphe injective dans D(0, 1), telle que f(0) = 0 et
f/(0) = 1. Montrer qu’il existe une série entiere [b,X"],>0 de rayon de convergence
au moins égal a 1, telle que

f(2)

(b) Si le développement de f en série entiere dans D(0, 1) est f(2) = 2+ Y5, arz”,
montrer que

1 R
Vze D(0,1)\ {0}, :;Jrzbkzk'
k=0

1 by
Vz, |zl >1, a4+ ——=2+ —.
SR OF:

(c) Déduire du fait que z — 1/f(1/2) est injective dans {|z| > 1} que

D klb* <1

k>1

et en déduire |a3—as| < 1 (on s’inspirera de la méthode utilisée dans ’exercice 3.5).
(d) Montrer qu’il existe une fonction g holomorphe dans D(0, 1), injective, telle que
g(0) =0, ¢'(0) = 1, et (g(2))*> = f(2?) pour tout z € D(0,1). En appliquant & g le
résultat établi aux trois questions précédentes, montrer que |f”(0)] < 4. 1l s’agit 1a
du premier cran de la conjecture de Bieberbach (1916), prouvée par Louis de Branges
en seulement 1985.

(e) En appliquant le résultat établi au (d) a la fonction

2f(¢)
2= f(¢)
lorsque z ¢ f(D(0,1)), montrer que nécessairement |z| > 1/4. En déduire que

I'image par f du disque D(0,1) contient nécessairement le disque ouvert D(0, 1/4).
Ce résultat important est connu comme le théoreme un-quart de Keebe.

(€ D(0,1) —

Exercice 8.7 (**) : la sphére de Riemann. Soient z; et 2, deux nombres com-
plexes tels que |z1| < 1 et |z2] < 1. On définit la distance cordale entre z; et zo
comme la distance de leurs antécédents sur la sphére de Riemann S? wvia la pro-
jection stéréographique depuis le pole Nord. Montrer que cette distance est égale
a

2|Zl — 22|

\/1 + ‘21‘2\/1 + ‘22|2‘

Exercice 8.8 (**) : la sphére de Riemann. Soit w une 1-forme méromorphe
sur la spheére de Riemann S?, i.e. une 1-forme que I'on peut écrire en coordonnées

dcord (Zl y ZQ) =
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locales au voisinage de tout point 2o € S? sous la forme f(¢) d¢, ou f est une fonction
méromophe au voisinage de 1'origine (correspondant a zp).

(a) Montrer que le coefficient a_; du développement de Laurent de f ne dépend que
de la forme w et non de la représentation f(¢)d(. En est-il de méme pour les autres
coefficients a; 7 On note a_1(zg) := Res,, (w).

(b) Montrer que si w est une forme méromorphe dans S?; alors il n’y a qu'un nombre
fini de points ot Res,,(w) # 0 et que la somme des nombres Res,, (w), 20 € S?, est
égale a 0.

Exercice 8.9 (*) : transformation de Maebius.
(a) Montrer que si f est une transformation de Mcaebius du disque unité dans lui-

meéme, on a
/(O 1

A =1fOP)? (A —=[¢P)?
ce que l'on exprime en disant que les transformations de Moebius préservent la
métrique hyperbolique sur le disque unité.
(b) Montrer que si f est une application holomorphe d’un ouvert U de D(0,1), &
valeurs dans D(0, 1), et telle que

FOF 1y

(A =1fOP)? (1 —=[¢?)?
alors f est une transformation de Mcebius (on composera f avec une transformation

de Mebius adéquate de maniére a se ramener a supposer de plus 0 € U, f(0) =0,
f'(0) = 1, et ’'on montrera qu’alors f*)(0) = 0 pour tout k > 2).
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Chapitre 9

Autour des théoremes de Picard

Cette (trop) courte série d’exercices illustre le chapitre VI du cours (“Prolonge-
ment analytique”). Elle est essentiellement autour du théoreme de Bloch et du petit
théoreme de Picard. Elle sera complétée ultérieurement par des exercices autour du
groupe modulaire’.

Exercice 9.1 (**) : théoreme de Koebe (cf. exercice 8.6) revisité. Soit f une
fonction holomorphe bornée du disque unité dans C, telle que f(0) = 0 et f/(0) = 1.
On pose M = || f||co-

a) Soit w € C\ f(D(0,1)). Montrer qu'il existe une et une seule fonction h ho-
lomorphe dans D(0,1) telle que h%*(z) = 1 — f(z)/w pour tout z dans D(0,1) et
h(0) = 1. Donner les premiers termes du développement de h en série entiere.

b) Montrer que

M
All% < 1+ —
jw
et déduire du a) et de la formule de PLancherel que |w| > 1/(4M). Conclure que
f(D(0,1)) contient le disque ouvert de rayon 1/(4M). Quelle est la diffénce avec le
théoreme de Koebe ?

Exercice 9.2 (**) : théoréeme de Bloch. Soit f une fonction holomorphe au
voisinage de D(0,1) avec f'(0) = 1.
a) Montrer que

t € [0,1] — tsup{|f'(2)]; || < 1t}

est continue sur [0, 1] et en déduire qu’il existe ¢y > 0 et a € D(0,1) avec |a| < 1—1y,
|f'(a)] = 1/tg et |f'(2)] < 1/t pour t < tget |z] <1—t.

b) Montrer que |f'(2)| < 2/t dans le disque D(a, ty/2) et en déduire que la fonction
g définie dans D(0, 1) par

vérifie |g(z)| < 1 dans D(a,ty/2).

c) Déduire de 'exercice 9.1 que f(D(0,1)) contient le disque de centre f(a) et de
rayon 1/16.

d) Montrer qu’il existe une constante C telle que, pour toute fonction f holomorphe
dans D(0,1), f(D(0,1)) contient un disque de rayon C|f’(0)].

1Une référence bibliographique pour ces aspects est le cours d’arithmétique de J.P. Serre, Presses
Universitaires de France, 1970.
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46 Autour des théorémes de Picard

Exercice 9.3 (*) : application du théoréme de Bloch. Soit F' une fonction
entiere non constante. En utilisant la conclusion de I'exercice 9.2 avec les fonctions

2= F(Az + p)

montrer que F'(C) contient des disques de rayon arbitrairement grand.

Exercice 9.4. (*) : une application du grand théoréme de Picard. Montrer
que, si P est un polynome, I’équation

z

" = p(2)

a une infinité de solutions.



Chapitre 10

Texte et corrigé du DM1
2009-2010

Exercice I (autour de la formule de Cauchy-Pompeiu).

1.1. Soit f une fonction de classe C' au voisinage du disque unité fermé D(0,1) du
plan complexe. En appliquant la formule de Cauchy-Pompeiu a la fonction

F. :(eWHf(C)(ll__—%D

(pour z € D(0,1)), vérifier que la fonction f peut se représenter dans le disque unité
ouvert D(0,1) par la formule :

1 of 1— |C‘2 d€d déd
Z):_%//Dm,na_f(o( 1—(z _z // bo.1) 1_<77Z)

(ot l'on a noté ( = £ + in le point courant de R?). Que devient cette formule de
représentation lorsque f satisfait de plus Of /O = 0 dans le disque unité ouvert ?

Il s’agit d’un calcul.
OF., 1-(C 1— ¢
ac J(6) > ag[1—<z}+ag <1—gz>
_ f(OX(—C(l—CZ)—(l—ICP)(—Z))+3_ (1—IC|2>

(1—(2)? ¢ 1-¢(z
z— 0 1—|¢|?
= ()% (—(1_22)2) T 8§ (1_’%).

On remarque aussi que F, est identiquement nulle sur le cercle de rayon 1, ce qui
implique la disparition de l'intégrale « de contour » dans la formule de Cauchy-
Pompeiu lorsqu’on 'applique pour représenter F, au point z, soit F,(z) = f(z). La
formule demandée résulte immédiatement de la formule de Cauchy-Pompeiu. On
note la simplification de z — ¢ par ( — z dans I'une des deux intégrales sur D(0,1)
figurant au second membre, dans I'expression de

_l// OF, d&dn
™ D(0,1) 8Z C—z

(cette simplification amene d’ailleurs par un changement de signe).
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1.2. Soit f € L*(D(0,1),dédn) et f un représentant de f dans £2(D(0,1),ddn).

Montrer que la fonction

BIf] =€ D(0,1) //01)<4‘25d”

est une fonction holomorphe dans le disque ouvert D(0,1); calculer, pour n € N,
0"[B(f)l/9z"(0).

L’holomorphie est une propriété locale et il suffit de la prouver dans un disque
D(0,7) avec r < 1. Si ¢ € D(0,1) et z € D(0,7), la fonction ({,2) — (1 — (z)?
s’annule pas et est donc minorée en module sur D(0,1) x D(0,r) par une constante
v > 0. Pour tout ¢ € D(0,1), pour tout z € D(0,7), on a

sup |f ()]

D(0,1)
r

’ F(©)
(1 —¢z)?

Le théoreme de continuité des intégrales a paramétres assure donc la continuité de

2= Bl //D(Ol 1—CZ e dr

(on prend comme « chapeau majorant » pour la clause de domination la fonction
constante égale a M, sur D(0,1) et donc évidemment intégrable). Pour montrer
I’holomorphie de B[f] dans D(0,7), on utilise le théoréme de Morera. Soit 7' un
triangle plein inclus dans D(0,r). Le théoreme de Fubini permet de démontrer

/8T //D“” 1_d§d77 //01>fC aT(l—dCz)]dgdn_O

Il s’applique car la fonction de deux variables

f(Q)
(1 —(2)?
est bornée en module (donc intégrable) sur D(0,1) x OT. Le fait que, pour tout

¢ € D(0,1), on ait
/ dz
-
or (1 —¢z2)?

résulte de I'holomorphie dans D(0, ) de la fraction rationnelle (en z) sous I'intégrale
curviligne.

= M,.

(¢, 2) =

Le calcul des dérivées successives de B] f] se fait en dérivant sous le signe somme.
On peut en effet intervertir dérivation par rapport au parametre et intégrale car les
inégalités de Cauchy impliquent, pour tout n € N*, pour tout ¢ € D(0, 1), pour tout
z dans D(0,7 — €) (avec € < r arbitrairement petit)

(o g < 20

Le théoreme de dérivation des intégrales a parametre s’applique donc et donne

Ao (el SO dedn
T BIf)(2) = //D( e
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La valeur de cette dérivée n-iéme en 0 est

ar .. (n+1)! —n
—DB|f](0) = dg dn.
B0 = [ ¢ dean

1.3. Montrer que le systéme de classes de fonctions (¢n)nen, 0U

1
on :CE€D(0,1) — nt

Cn

forme un systéme orthonormé de l’espace de Hilbert L*(D(0,1),d&dn) et que lon a,
dans cet espace de Hilbert, pour tout f € L*(D(0,1),dédn),

neN neN

Un calcul d’intégrales en polaire donne, si n; et ny sont deux entiers positifs,

1 27
/ / ¢ ¢ dedn = / P g / e/ qp.
D(0,1) 0 0

Si ny # no, cette intégrale vaut zéro (orthogonalité des fonctions 0 — e’ n € Z,
sur [0, 27]). Pour n; = ny, on trouve 7/(ny + 1). Le systeme des classes de fonctions
(&n)nen de L2(D(0,1)) est donc bien orthonormé. La fonction f est un représentant
d'un élément f de cet espace L2(D(0,1)) (car c¢’est une fonction continue bornée,
donc le carré de son module est intégrable) et 'on a (d’apres 'inégalité de Bessel, voir
le cours de L3 sur les espaces de Hilbert, c’est juste une conséquence du théoreme
de Pythagore) :

SO el < //D(m ()] dedn < +oo.

et, par conséquent,

<fa Dn) Pn = 2" = (B[f])(())

La suite des classes des fonctions

N N d
(I)N—Zf Spn n:Zd_ Zn
n=0 n=0

converge dans L?(D(0,1)) (c’est une suite de Cauchy) vers un certain élément g.
Mais on sait que la suite (®x)y converge presque partout (dans D(0,1) en tout cas)
vers B[f] (c’est la formule de Taylor & D'origine pour la fonction B[f] dont on sait
qu’elle est holomorphe dans le disque D(0,1) d’apres la question 2)). Comme on
sait d’autre part qu'il existe une sous-suite de la suite (®x )y convergeant presque
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partout vers un représentant g de g, on en déduit que B[f] représente un élément
de L*(D(0,1)), précisément cet élément ¢. On peut écrire, dans L?(D(0, 1)),

g=BI1=Y_(f ¢u)¢n

mais aussi bien str, puisque g = B[f] est dans I'adhérence du sous-espace engendré

par les ¢,
o

n=0
D’ou le résultat.

1.4. Montrer que ’ensemble des éléments g € L*(D(0,1),dédn) admettant un représentant
holomorphe dans D(0,1) est un sous-espace fermé A(D(0,1)) de l’espace de Hilbert
L2(D(0,1), dédn) et que la projection orthogonale d’un élément f € L*(D(0,1), dédn)

sur ce sous-espace A(D(0,1)) est égale a B[f]

Si (g,) est une suite d’éléments de A(D(0,1)), on a, pour n,m dans N et z dans
D(0,1 — 2¢) (d’apres la formule de la moyenne « volumique »)

1
0= 9)) = [ [ 000 = gm(O déan
me D(z,e
D’ou, par I'inégalité de Holder,

(9 = gm)(2)] < 1 (//D() Ign(C)—gm(C)I%lfdn)l/2

Ve
9n = gmllz2(p01)) (10.1)

Ve

Si en plus la suite (g,), converge dans L2(D(0,1)) vers un élément f, elle est de
Cauchy dans L?(D(0,1)) et la suite de fonctions holomorphes (g, ), satisfait (d’apres
I'inégalité (10.1) juste établie) le critere de Cauchy uniforme sur le disque D(0, 1—2¢).
Elle converge donc uniformément sur ce disque vers une fonction holomorphe h.
Comme € est arbitraire, on en déduit (en utilisant le fait qu’au moins une sous suite
de (gn)n doit converger vers un représentant de §), que ¢ admet un représentant h
holomorphe dans D(0,1). Le sous-espace A(D(0,1)) est donc fermé.

Les éléments (¢,,), forment un systeme orthonormé dans A(D(0,1)). On vérifie
que c’est une base hilbertienne de cet espace en montrant que le seul élément g de
A(D(0,1)) orthogonal a tous les ¢, est la classe de la fonction nulle : en effet, si ¢
a pour représentant la fonction holomorphe

<

oo o0 T
zg(z) = Zakzk = Z 1/ L 1akgpk(z),
k=0 k=0

on voit que

e = ([ e den)
- rliql(//( )(iak&>¢"—@d£dn>
DOr) o
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=0

(B, o)

. n—+1
= lim (27a, X ——
r1- 2(n + 1) T
T
= (U,
n+1

Si g est orthogonal a tous les ¢,, on a a,, = 0 pour tout n, ce qui implique ¢ = 0.
Comme la famille (¢,,),, est une base hilbertienne de A(D(0, 1)), les formules établies
ala question 3) montrent que B| f | est bien la projection orthogonale de f sur le sous-
espace fermé engendré par les ¢, n € N, c’est-a-dire sur le sous-espace A(D(0,1)).
C’est ce que 'on devait démontrer.

Remarque. L’opérateur introduit dans cet exercice
B : L*(D(0,1)) — A(D(0,1))
s’appelle l'opérateur de Bergman (ou projecteur de Bergman) du disque unité et le « noyau »
1 1
™(1-C2)?

qui le « représente » (voir la question 2)) s’appelle le noyau de Bergman de ce méme disque.

(¢,2) € D(0,1) x D(0,1)

Exercice II (formule de Lelong-Poincaré, calcul de degré).

I1.1. Soit f une fonction holomorphe dans un ouvert U de C. Pourquoi la fonction
f n’a-elle qu’un nombre fini de zéros dans un sous-ensemble compact arbitraire K
de U ?

Il fallait ajouter, vous I'avez deviné, que la fonction f doit étre supposée non iden-
tiquement nulle sur les diverses composantes connexes de U. Cela manquait ici a
I'hypothese. Si tel est le cas, les zéros de f sont isolés (d’apres le principe des zéros
isolés) et le fait qu’il y en ait une infinité dans un compact K de U contredit le
théoreme de Bolzano-Weierstrass : dans un compact de C (ou de R™), tout ensemble
infini borné a nécessairement un point d’accumulation !

I1.2. Montrer que, si @ est une fonction de classe C? et a support compact dans U,
on a la formule de Lelong-Poincaré :

Y myla)ela) = [ [ loslr(Ol Ale(O)] dedn

{a€supp ¢; f(a)=0}

On peut supposer U connexe (sinon, on raisonne pour chaque composante connexe
de U et on additionne). Le plus élégant ici est d’utiliser la formule de la divergence
dans un ouvert borné  a frontiere C' contenant le support de ¢, tel que Q C U
et que f ne s’annule pas sur le bord de Q. D’apres la question 1), la fonction f
n’a qu'un nombre fini de zéros, a,...,ay dans Q. Autour de chacun de ces zéros
(comme dans la preuve de la formule de Cauchy-Pompeiu), on considére un petit
disque D(a;,€) de maniere a ce que D(a;j,€) C Q et que les disques fermés D(a;, €)
soient deux & deux disjoints. Si (P, Q) est un champ de vecteurs de classe C! au
voisinage de 2, = Q \ U; D(aj,¢€), on a

/ <(P,Q>,vext>da=/(—de+de), (10.2)
0

Ye
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ol do désigne la mesure de Lebesgue sur le bord de (), le chemin paramétré -,
désignant le bord paramétré de €., le paramétrage étant tel qu’en le suivant, on
conserve le domaine €2, sur notre gauche (regle du « bonhomme d’Ampere »). On
note que la normale extérieure Ve est dirigée précisément par le vecteur (dy, —dx)
lorsque (dz,dy) désigne le déplacement infinitésimal sur le bord en gardant le do-
maine €0, a sa gauche (faire un petit dessin, il faut tourner de —7/2 pour trouver la
direction de vey !).

D’apres Green-Riemann,

/aQ (Pdy — Qdz) = / / @+@ dgd (10.3)

En combinant (10.2) et (10.3), on obtient la formule de la divergence
oP  0Q
P ext) A0 = déd
[ (2@ o = (57 + 52 dan.

Si on applique cette formule a un champ de gradient (P,Q) = VG, ou G est de
classe C? au voisinage de Q., on en déduit la formule

da—// G)d¢d
00 aVext . 5 K

puisque div(VG) = A(G).

Si l'on prend Lieux champs de gradient VG, et VGsy, Gy et Gy étant de classe C? au
voisinage de €2, on a la formule

/BQ (6,96 0G: _ . 8G1>da: / /ﬂ (G1A(G) -~ GoA(GY)) dedn. (100

aVext aVext

Si f est une fonction holomorphe, on voit que dans 'ouvert ot f ne s’annule pas,

dlog|f| _ 1olog|f? 10logff T _ 1

o 2 % 20 2AfP 2f

et, par conséquent,

dlog |f|
¢

Si on prend Gy = log|f] et Gy = ¢, la formule (10.4) devient

//Q€<log|f|> Q| dédn = — Z/% 10g|f| _(paloig|f|)d0_j7€, (10.5)

j ext aV],ext

Alog |f| _4aa<{ }zzaaz(w) —0.

ou doj . est la mesure de Lebesgue sur le cercle de centre o et de rayon e, la normale
extérieure v; . pointant cette fois vers I'extérieur du disque D(q, €).

Il reste (comme dans la preuve de la formule de Cauchy-Pompeiu) a faire tendre €
vers 0. Prés de a;, on peut écrire |f(¢)] = |¢ — ;™% x |g;], ot g; ne s’annule pas.
Lorsque € tend vers 0, la limite du membre de droite de (10.5) est donc la méme que
la limite lorsque € tend vers 0 de

N
Dy dlog |¢ — ay|
_ ; my(ay) / <log eayeXt —p o ) doj..

Yj,e
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Or un calcul immédiat montre que sur le bord de D(«;, €),

1
(Vlog | — o, Vjext) = -

Il en résulte donc que

. dlog |¢ — ay =
i (Yoo [, PR ) = 3 e
b ]:

0D (o ,€)

D’autre part, comme €loge tend vers 0, on a

N

. Op

ll_r)%<loge Elmf(aj / daje) = 0.
J:

0D(aj ) ayext

En faisant tendre € vers 0 dans (10.5), on obtient donc bien la formule de Lelong-
Poincaré.

Remarque. La formule de Lelong-Poincaré, dans la mesure ou elle permet de retrouver zéros et
multiplicités d’une fonction holomorphe & partir de la fonction elle-méme (on prend le Laplacien du
logarithme du module, au sens que vous verrez plus tard des distributions), joue un role précieux

en géométrie algébrique ainsi qu’en théorie des nombres.

I1.3. Soient P et Q) deuz éléments de C[X] premiers entre eux et d le mazimum de
leurs degrés. Vérifier, si yg :t € [0,1] — Re*™, que
)

d = — lim [10g[|P( O +1Q(¢)] ]]

2T R—+oo
_ _//aa logl| PO + Q)

D’apres la formule de Green-Riemann, on a, pour R > 0 fixé :

| hestpor @] = [f - afp(alp@r Qo)

_ //D(OR)a[E(logUP(g)|2+IQ(OIZ])]
’ (10.6)

En effet, P et @) n’ont par hypothese aucun zéro commun (ils sont supposés premiers
entre eux) et la fonction log(|P|? 4 |Q|?) est donc bien de classe C*° dans C. On a
d’autre part

PP + Q)
PO +1Q(0)

On remarque que, pour Ry > 0 suffisamment grand et [(| > Ry,
_a7 B
1+ >0 uapC?C
< a+3>0
=5
1'+ E: UmﬁC_aC

a+p>0

dlog[| P(Q)]* + QO] = d.

P(O)P'(C) +Q(O)Q'(()
PO+ Q)

<1+ D wa,ﬁc—af‘ﬁ), (10.7)

a+5>0

AlIRSY | sw
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les séries doubles ci-dessus convergeant normalement dans {|(| > Ry}. On a donc

/alog|P O +1Q(¢) _d/ —+O (1/R) = —2ird + O(1/R).

La premiere égalité est ici démontrée. Il ne reste pour vérifier la seconde que de
s’assurer que l'intégrale

[ [ 30108l + 1Q() )
C
est bien convergente. En utilisant (10.7), on observe que, pour |¢| > Ry,

Q[P(C)WJrQ(C)Q'(C)} _
acLl [PIOP+1Q(0)]2

car (0/9¢)(d/¢) = 0. Comme 1/|C|? est intégrable dans {|¢| > Ro}, I'intégrale

O1/I¢*)

| [ oa(oeip©F +10c)P)

est bien absolument convergente. La seconde formule résulte de la premiere, com-
binée avec (10.6) (identité dans laquelle on fait tendre R vers 400).

Exercice III (développement de Taylor en ( et ().

I11.1. Soit f une fonction holomorphe au voisinage de l’origine, non identiquement
nulle et telle que f(0) = 0. Montrer qu’il existe un changement de variable z — w =
w(z), réalisant un biholomorphisme entre un voisinage de l’origine dans C, et un
voisinage de l'origine dans C,,, et tel que

f(z(w)) = w™

au voisinage de 0 pour un certain entier m > 0 (la multiplicité de 0 comme zéro de
f)

Si f est non identiquement nulle au voisinage de 'origine, il existe un disque D(0, 1)
dans lequel on peut écrire f(z) = 2™g(z), ou g est une fonction holomorphe ne
s’annulant pas. Comme le disque D(0,r) est simplement connexe, toute fonction
holomorphe g de D(0,r) dans C* s’écrit g = exp h avec h holomorphe dans D(0, 7).
Pour construire h(z), il suffit de considérer le chemin ¢ — ¢(¢z), puis d’intégrer sur
ce chemin (de support inclus dans C* par hypotheses) la forme du/u. Dans D(0,7),
f se représente donc par f(z) = z™exp(h(z)) = (zexp(h(z)/m))™. Si I'on pose
w = zexp(h(z)/m), on constate que z — w(z) est une transformation ® de D(0,r)
dans C ~ R? dont la différentielle (au sens réel) en (0,0) est inversible (puisque
w'(0) = exp(h(0)/m) # 0 et que |w'(0)|*> représente précisément le jacobien de
d® ). Le résultat demandé résulte donc du théoreme d’iinversion locale (cours
de Calcul Différentiel). Comme w = zexp(h(z)/m) et que f(z) = z™exp(h(z)) au
voisinage de 0, on a bien, si w : w — w(z) désigne I'application réciproque (qui
d’ailleurs satisfait les conditions de Cauchy-Riemann, donc est aussi holomorphe, ce
d’apres la formule de Leibniz (d®™!)g(,y) = (dPs,) " et le fait que inverse d’une
similitude directe est une similitude directe), f(z(w)) = w™ dans le voisinage de 0
dans C,, en correspondance biholomorphe avec un disque D(0, p), p < r, de C, sur
lequel I'inversion locale s’applique.
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I11.2. Soit, pour € > 0 assez petit, . le lacet t € [0, 1] — w'(ee*™). Montrer que,
si @ est une fonction de classe C™ au voisinage de [origine dans C,

e~>0+ % / - eHO+ 227T <Z aCk > g)

1 [C’" (C)}
(m—l)!aém‘l f(¢) =0

En utilisant le changement de variables ( = ((w), U'intégrale dont on étudie le
comportement en € lorsque € tend vers 0 devient :

L@ W) 1) g
2r )., w(C)d jwm=e W™ ¢ (w) dw.

Le comportement de la limite est le méme que celui de la limite lorsque € tend vers

0" de
L,

wm ’

20T |w|=¢
ouy(w) = ¢(¢(w))¢’(w). La fonction ¢ est une fonction C'* au voisinage de 'origine

que l'on peut donc développer au voisinage de 0 en série de Taylor a 'ordre m :

(o +iT) Z Z awao—aa ﬁ(O)gaTﬁ+O(|U+iT‘m).

k=0 a+pB=k

On remarque que 1’on peut aussi écrire ce développement en utilisant les opérateurs
0/0w et 0/0w en place de 9/do et O/T (o 0 = Rew et 7 = Imw). On obtient ainsi
au voisinage de w = 0,

w):i L9 (0)w*@” 4+ O(jw|™). (10.8)

N
e eatiel B! Ow*ow

Si 'on integre la forme i (w)dw/w™ (¢ étant développé sous la forme (10.8)) sur le
cercle |z| = e parcouru une fois dans le sens trigonométrique, on constate que toutes
les intégrales

/ w* "wPdw, a €N, BeN, a+<m—1, (10.9)
|w]

sont nulles, sauf siaa—m — 3+ 1=0, i.e. « — 3 =m — 1. La seule possibilité pour
avoir une contribution non nulle est « = m — 1 et § = 0, auquel cas 'intégrale est
égale a 2imw. On voit donc que

1 o™y
e—>0+ 2w / f_ d6 = — 1! Qwm—t (0)

Il faut maintenant pour finir revenir a une expression en termes de la fonction ¢.
L’expression de la limite en termes de ¢ (a priori compliquée) se présente certaine-
ment de par la régle de Leibniz sous la forme d'une combinaison des (9'/9z')[](0),
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[ =0,...,m— 1. Ceci implique que résultat resterait inchangé si I’on supposait que
@ est remplacé par son « polynome de Taylor holomorphe » :

1
P%m,l(z) = k:_c‘)_

TTME

Or ce polynoéme P, ,,_; est une fonction holomorphe de z. La formule des résidus
s’applique si l'on fait cette substitution et nous assure que la limite cherchée (I'ex-
pression est dans ce cas en fait constante en fonction de €) est aussi égale a Res(P, d(/ f(¢),0),

soit a
1 dm! (C’”Pga(é)>
(m —Drd¢m=t\ f(¢) /=0
Or, comme (9/9¢)(¢) =0, on a
C’”Pgo(C) N om! ¢"o(C)
d¢m=1 ( £ >|<_0 - o¢m-l ( (O >|< 0

On a obtenu le résultat demandé.

Exercice IV (indice et intégrale d’une forme localement exacte sur un
lacet continu). Soit a et b deuxr nombres complexes distincts et v le lacet continu
de C\ {a,b} représenté ci-dessous (et parcouru une seule fois dans le sens indiqué).
Calculer en fonction de a et b l'intégrale le long de v de la forme différentielle
dz/((z —a)?(z — b)) aprés avoir justifié que cette 1-forme était localement exacte au
voisinage du support de . Cette forme est-elle exacte dans C\ {a,b} ¢

La forme f(z)dz est bien localement exacte dans C \ {a,b} puisque la fraction
rationnelle f(z) = 1/(z — a)*(z — b) est holomorphe hors de ses poles a et b. On
calcule dans un premier temps les indices I(v,a) = +1+1+1=3et I(7,b) = +1en
tracant une demi-droite issue de ces points et en comptant avec +1 les intersections
de v avec la demi-droite se faisant de gauche a droite, —1 les intersections de v avec
la, demi-droite se faisant de droite a gauche (voir la figure). L’intégrale I a calculer
est égale (par homotopie entre lacets libres) a

I =1Ind(~,a) / = a;lj(z ) + Ind(~, b) / (z — agi;(z —b)’

ol Yae :t€1[0,1] — a+ee®™ et v :t €0,1] — b+ ee*™ (avec e suffisamment
petit). Il résulte de la formule de Cauchy (en b) que

/ 1 dz _ 21T
o (z—a)2(z=0b) (b—a)?*




Il résulte de la formule de Cauchy (en a cette fois) pour les dérivées que

/ 1 dz 0 d ( 1 ) 2
oo (2= 0) (2 —a)? T \r b (a —b)?

Le résultat final est donc

I —3« - n 20T _ 4y
T (b—a)? (b—a)? (b—a)?

Comme I # 0, la forme f(z)dz n’est pas exacte dans C \ {a, b}.

o7



o8

Texte et corrigé du DM1 - 2009-2010



Chapitre 11

Texte et corrigé du DM1 -
2010-2011

Nota. Les renvois aux résultats du cours font référence au polycopié de P. Char-
pentier en ligne :

http://www.math.u-bordeauxl.fr/ pcharpen/enseignement
/fichiers-masterl/Analyse_Complexe.pdf

Probléme I (un théoréme de ’application ouverte « topologique »).
1.1 Soit f une application continue injective de D(0,1) dans C. Pour tout s dans
[0,1], on considere le lacet

2imt 2imt

s :tG[071]Hf<f+3>_f<_51€+s>'

a) Rappeler ce qu’est la relation d’équivalence correspondant a l’homotopie entre
lacets libres (dans louvert C*). Quel est le groupe d’homotopie de C* (pour cette
relation d’équivalence) ?

Deux lacets continus g : [0, 1] — C* et v : [0, 1] — C* sont homotopes (considérés
comme lacets continus de C* a extrémités libres dans C*) si et seulement si il existe
une application continue F' : [0, 1] x [0,1] — C* telle que

Vit e[0,1], F(t,0) Yo(t)
Vtel0,1], F(t,1) = n(t)
Vse[0,1], F(0,s) = F(1,s).

Le groupe d’homotopie de C* pour cette relation d’équivalence est isomorphe au
groupe d’homotopie de C* pour la relation d’équivalence entre lacets d’origine-
extrémité marquée a € C*, c’est-a-dire au groupe m1(C*, @) qui ne dépend pas de a (a
isomorphisme pres) et est le groupe m1(C*) ~ Z. L’isomorphisme est ici matérialisé
par 4 € m(C*) — Ind(y,0) = deg(y) € Z (on choisit un représentant arbitraire -y
de la classe d’homotopie 7).

b) Montrer que tous les s, s € [0,1], sont des lacets continus de support dans C* et
que Yo et y1 sont homotopes dans [’homotopie entre lacets libres dans C*. En déduire
Ind(v9,0) = Ind(v4,0).

29
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La définition de 75 est licite car, pour tout ¢ € [0, 1], les points

e217rt 2imt

(t,s5) = —s~
zZ S) = —S8
14+ s’ 230 1+s

z1(t, s) =

sont des points de D(0,1) (ensemble ou f est définie) lorsque s € [0,1]. D’autre
part, ces deux points 2 (t, s) et z3(t, s) sont distincts, car

21(t,s) = zo(t,s) = s = —1,

ce qui est exclu. L'injectivité de f assure donc f(z1(t,s)) # f(z2(t,s)) lorsque (s,t)
parcourt [0, 1] x [0, 1]. Le lacet s a donc son support dans C* pour tout s € [0, 1].
C’est un lacet continu comme composé d’applications continues.
Pour réaliser une homotopie entre lacets libres (de C*) entre vy et 77, on pose, pour
(t,s) €10,1] x [0,1],

F(t7 S) = Vs(t) :

La fonction F est une fonction continue de [0,1]? dans C*, avec F(0,s) = F(1,s)
pour tout s € [0,1]. La fonction F réalise ainsi (par définition, rappelée au I.1.a)
ci-dessus) I'homotopie entre lacets libres dans C* entre les lacets 7o (s = 0) et 7,
(s=1).

Comme la forme dz/z est fermée dans C* et que 7o et 77 sont homotopes dans
I'homotopie entre lacets libres de C*, on a (Théoreme 1.3.1 du cours)

1 dz 1 dz
Ind(y9,0) = — [ — =— [ — =1Ind(7,0).

nd(%,0) 2im ), 2 2im [, 2 nd(m,0)
1.2 Montrer qu’il existe une fonction continue c¢; : [0,1] — C telle que l'on ait
71 (t) = exp(ci(t)) pour tout t € [0,1]. Vérifier' qu’il existe deux entiers relatifs ky

et Iy tels que

Vte0,1/2], c1(t+1/2) —e1(t) = (2ky + 1)im
Vte[l/2,1], ci(t —1/2) — ey (t) = (213 + 1)im.

Comme 7v; est un lacet de C*, il existe un relevement continu ¢; : [0,1] — C tel
que 1 (t) = exp(eq(t)). Il suffit pour cela de remarquer que la forme dz/z est fermée
dans C*, donc localement exacte au voisinage du support de =, puis de choisir (il
en existe d’apres la Proposition 1.3.1 du cours) une primitive F' de dz/z le long de
7. Sitg € [0,1], on sait (toujours la Proposition 1.3.1, couplée avec la Définition
[.3.2) que F' coincide dans un voisinage V(7(t)) de v(to) avec une détermination
F,, du logarithme (i.e. une primitive de dz/z). Si t est assez voisin de t, pour
que Y(t) € V(y(to)), on a donc v(t) = exp[Fi, (v(t))] = exp[F(vy(t))]. La fonction
c¢1 = F o~ convient donc.

On remarque que, si t € [0,1/2],

(e +1/2) = (= 3m) = £(5) = —m(0),

10n se servira du fait que v; (t+1/2) = —71(¢) pour tout ¢ € [0,1/2], v1(t —1/2) = —71(¢) pour
tout ¢t € [1/2,1].
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et donc
Vi€ [0,1/2], exp (cl(t—l— 1/2) - cl(t)> — 1.

Comme la fonction
t—c(t+1/2) —ci(t)

est continue sur [0,1/2], et a valeurs dans le réseau im(2Z + 1), elle est constante,
égale & (2k; + 1)im; c’est la premiere formule voulue. On a aussi, si t € [1/2,1],

(=172 = £~ 2) 1 (5) = (),

donc aussi

Ve [0,1/2], exp (cl(t —1/2) - cl(t)> — 1.

Comme la fonction
t— Cl(t — 1/2) — Cl(t)

est continue sur [1/2,1], et a valeurs dans le réseau im(2Z + 1), elle est constante,
égale a (201 + 1)im; c’est la seconde formule demandée.

1.3 En vérifiant, pour tout t € [0,1/2], que

montrer que ky # li, puis que Ind(y1,0) = k; — I3 # 0. Déduire de 1.1 que l'on a
nécessairement Ind (o, 0) # 0.

On combine la premiere formule établie au 1.2 avec la seconde (mais écrite cette fois
au point ¢ + 1/2 qui appartient bien a [1/2, 1] lorsque ¢ € [0,1/2]). Cela donne :

cr(t+1/2) = e (t) + (2 + )i = (cl(t +1/2) + (2l + 1)m) + (2k + )ir.

Ceci est I'égalité voulue, dont I'on déduit immédiatement &y + [y + 1 = 0. Comme
ki et 1y sont des entiers, k; = [ = —1/2 est impossible et 'on a bien ky # [;.
La premiere relation établie au I.2, écrite en ¢ = 0, donne

c1(1/2) — c1(0) = (2ky + 1)im ; (1)
la seconde relation, écrite en ¢ = 1, donne
c1(1/2) = er(1) = (2 + 1)im. (1)

En retranchant (11) de (}), on trouve ¢;(1) — ¢1(0) = 2(ky — ly)im. Or on a aussi
c1(1) = ¢1(0) = 2iwInd(vy1,0) puisque 1 (t) = exp(ci(t)) pour t € [0,1] (1 est un
relevement de ;). Comme k; # 1, on a Ind (71, 0). Les indices Ind(v1,0) et Ind (o, 0)
étant égaux (voir I.1.b)), on a donc aussi Ind(yy, 0) # 0.

1.4 On suppose que f(0) est un point frontiere de f(D(0,1)). Montrer qu’il existe
une suite (wy), de nombres complexes tendant vers f(0) et tels que le lacet T,
t €10,1] — f(e) — w, ait son support dans C* et soit d’indice nul par rapport a

lorigine?.

20n utilisera pour cela en le justifiant le fait qu'une fonction continue ne s’annulant pas dans
D(0,1) s’écrit comme 'exponentielle d’une fonction continue dans D(0,1).
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Si f(0) est un point de la frontiere de f(D(0, 1)), il existe une suite de points (wy,),>0
convergeant vers f(0), avec

wn ¢ f(D(0,1)).

Pour chaque tel w,,, n € N, la fonction
2 f(2) —w,
ne s’annule pas dans m et y admet un logarithme continu g,. Le lacet
[, : te[0,1] — f(e*™) —w,
est donc bien un lacet de C*, dont le degré (i.e. I'indice par rapport & 1’origine) vaut

1
deg Ty = nd(T,,0) = o= (92 (Ta(1)) = gu(T4(0))) = 0.
1.5 Montrer (en utilisant le théoréme de Rouché, version topologique) que Ind(T',,,0) =
degvo pour n assez grand et conclure a une contradiction.
Soit
0:tel0,1]— eimt
le lacet correspondant au cercle unité parcouru une fois dans le sens trigonométrique.

On a
Yo =hot

avec h(z) = f(z) — f(0) et

I, =~h,o0
avec hy(2) = f(2) —w,. Si |w, — f(0)] vérifie |w, — f(0)| < min. = |h|/2, ce qui est
réalisé si n > ng, ng étant choisi assez grand, on a

[h = ha| <A

sur le support de 6. Le théoreme de Rouché version topologique (Proposition 1.4.5
du cours) assure alors

Ind(T",,,0) = Ind(vo,0) = deg o -

Il y a ici une contradiction car Ind(I',,0) = 0 (voir la question 1.4) tandis que
Ind(vp,0) = degvy # 0 (voir la question 1.3). La contradiction réside dans 1’hy-
pothese consistant a supposer que f(0) était a la frontiere de f(D(0,1)). Le point
f(0) est donc intérieur a f(D(0,1)).

1.6 Montrer que si U est un ouvert de C et si f est une application injective continue

de U dans C, f(U) est un ouvert.

Si zp est un point de U, il existe un disque fermé D(zp, ) contenant z et inclus dans
U. En appliquant ce qui précede (de I.1 a 1.5) a la fonction

¢ € D(0,1) — f(z0+71C)

(qui est bien une fonction injective et continue de D(0, 1) dans C), on voit que f(zp)
est intérieur a f(D(zg,7)), donc intérieur a f(U). Ceci montre que f(U) est voisinage
de tous ses points, et est donc ouvert.
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Probleme II (de Cauchy Pompeiu a l’identité algébrique de Bézout).

Soient pi,...,pm m polynomes de n wvariables sans zéros communs dans C, avec
d = max(degp;) > 0.

11.1 Montrer que pour tout z € C, la fonction

p;(¢) —pi(2)
CeChMEr— Z<z]1|pj 98)

se prolonge en une fonction Q. de classe C' dans C. Calculer Q.({)(z — ¢) + 1.

Si z est fixé et j € {1,...,m}, la singularité en ¢ = z de la fonction
p;i(€) —pj(2)
(—=z

est éliminable puisque l'on a, pour tout entier £ > 1, les identités remarquables

k—1
Ck: o Zk — (( o Z) % ch—l—lzl'
=0

Il suffit ensuite d’exploiter le fait que p; est une somme de monomes. Chaque fonction
(*), z étant fixé, se prolonge donc en une fonction entiere (en fait un polynéme de
degré degp; — 1 dont les coefficients sont eux mémes polynomiaux en le parametre
z). D’autre part, pour j = 1,...,m, la fonction

(e C\{z}— (x)

pi©  __ plO
2 P (O 225 [m(OF

est C'*° puisque son dénominateur ne s’annule pas et que I’on compose des fonctions
holomorphes ou antiholomorphes (ici en I'occurrence des fonctions polynomiales de
la variable complexe et leurs conjuguées) qui sont donc C'*°.

Le calcul demandé donne

(eCr—

pi(Q)(pi(2) = p;(Q))
21t PO

- 2 (i) v

Jj=1

QAOE-O+1 = 1+ Y

I1.2 Soit R > 0 et z un point du disque ouvert D(0, R). Représenter au point z avec
la formule de Cauchy-Pompeiu (que l’on rappellera) la fonction

¢ € D(0,R) — (Q:() (2 = () + 1)*.

Si ¢ est une fonction de classe C'' au voisinage du disque fermé D(0, R), la formule
intégrale de Cauchy-Pompeiu (Proposition 1.2.1 du cours) donne (si les coordonnées
réelles de la variable complexe muette ¢ sous les intégrales sont notées & et 7, i.e
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¢=E&+in)
1 de d
VzeD(O.R), ¢(z) = 5— 206) dg——//OR 5_2
TR
1 e dC/\dC)
B 2i7r([/3 - //D(OR (—z
1 3 390 ) A d¢
N 2m(/mC de //D(OR ¢—=z )

si 'on convient de noter 5
— (p J—
5 = — d
P(0) = SEO)

et vr le lacet continu ¢ € [0, 27] — Re®. On applique ici cette formule & la fonction

¢ (Q:=(O)(¢ = 2) +1)* = ¢:(¢)

(z étant un point de D(0, R)). La reégle de Leibniz et le fait que ¢ — ¢ — z soit
holomorphe nous donnent apres calcul

Oepo(Q) = 20Q:(OC —2) + 1 X (€= 9[Q:Q]
p;(©) pe(C) — pr(2) 5 () (s
9y (srp@e) ™ c=r (s ) e

]:1 k=1

Comme

Q-2+ =1,

la formule de Cauchy-Pompeiu, appliquée a la fonction ¢,, donne donc au point z
(en notant pour simplifier [[p(¢)[I* == 322, [p;(Q)*) :

XA o i 2 i) n e o)

11.3 En fixant z et en faisant tendre R wvers linfini dans la formule établie a la
question I1 2), construire m polynomes q, ..., gm @ coefficients complexes tels que

1—2103 , VzeC.

Quelle autre méthode (algébrique cette fois) permet aussi de calculer de tels po-
lynomes q; ?

Pour 1 < j,k <m, on a

pi(Q (@) . 1
IO 1= lp(O)]

7
2 < BE pour |z| >> 1
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et une certaine constante positive 7. Il résulte de ces estimations que si z est fixé et
si R > |z| tend vers l'infini, on a

[ RO O d

Roroo [ lp(OI* (=2

=0

puisque cette intégrale est majorée en module par 27 R X (yR™2) x 1/(R — |z|) et
que 2d > 0. Il en résulte donc que 'on déduit de la formule de représentation établie
au I1.2 l'identité :

1=

A2 <Z/ Lo ||pj ; B )3<<||p<(§|)|2) )2

Lorsque z est fixé, le terme sous chacune des intégrales figurant au second membre
de cette formule est C*° (comme fonction de () et majoré en module pour ||| >> 1
par

m@-

- ' C
W x C(2)[¢*7 x Kra/Hl < m(di)z

Comme d + 2 > 3 > 2, il résulte du critere de Riemann la convergence sur C
(au sens de Lebesgue) de toutes les intégrales doubles figurant au second membre de
I’égalité ci dessus. On déduit donc du théoreme de convergence dominée de Lebesgue
I'identité :

= ( // T Cziik(z)@(nﬁﬂAdc)pj(z)‘

On reconnait en chaque fonction

ARG )
ZGCMZ//CHI) G = ) M

une fonction polynomiale g; en la variable z, de degré d’ailleurs majoré par d — 1.
L’identité obtenue est donc bien de la forme

1= Z q;(2)p;(2)

requise.

L’autre procédé (algébrique celui la) pour récupérer une identité de cette forme
est l'algorithme d’Fuclide étendu appliqué a p; et a une combinaison linéaire de
P1, P2, -, Pm (il en existe car py, ..., p,, sont supposés n’avoir aucun zéro commun)
qui ne s’annule en aucun zéro de p;.

Probléme III (vers les fonctions holomorphes en deux variables).

Soit f une fonction continue dans D(0,1) x D(0,1), telle que pour tout w dans
D(0,1), la fonction f,, : z+—— f(z,w) soit holomorphe dans le disque ouvert D(0, 1)
et que, pour tout z dans D(0,1), la fonction f* :w— f(z,w) soit holomorphe dans
le disque D(0,1).
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ITI1.1 Montrer que f se représente dans D(0,1) x D(0,1) sous la forme

1 f 61’9’61'(,0
fzw) = //[07%]2 o —(z)(ew )_ oy @de ¥ (zw) € D(0,1) x D(O,1)

et en déduire® que, si (z0,wo) € D(0,1) x D(0,1), f se développe dans le produit de
disques ouverts D(zp, 1 — |zo|) X D(0,1 — |wp|) sous la forme

[e.e] o0
=) ez — 20)F(w — wo)',

k=0 1=0
ot les coefficients @, ok (que lon explicitera sous forme d’intégrales) sont tels que

[ SINe o]

|a20,w07kﬁl|rksl < 00 Vre[0,1— |zl Vse[0,1— |wll

Onnotey :t € (0,27 — €. Si (z,w) € D(0,1)x D(0, 1), il résulte de 'holomorphie
de f* dans D(0,1) et de la continuité de f dans D(0,1) que l'on a la formule de
représentation de Cauchy (Corollaire 3 du Théoreme 11.1.3 du cours)

few) = ) = = [LE g, o L [T ze)

; _ ip _
2im ), u—w 2T J, e¥ —z

de.

On utilise ensuite le fait que f,, est holomorphe pour tout u dans D(0,1) (en parti-
culier lorsque |u| = 1) et 'on applique une fois de plus la formule de Cauchy, cette
fois pour chaque ¢ — f,(¢) lorsque |u| = 1. On obtient ainsi

o) = o [TIE L[] [

2 Jo e¥ —z
1\2 27 2 10 zgo
- (—)/ [ f(p )de} do
2m 0 0 e —z e —w

Puisque f est continue (donc bornée en module) dans D(0,1) x D(0,1) et que z,w
sont tous deux de module strictement inférieur a 1, la fonction

f(eiO’ eigo)

e — z) (e — w)

(9,90)'—>(

est intégrable (car bornée en module) sur [0,27]* et le théoreme de Fubini permet
de conclure a la formule

1 f i@) ip
f(z,w)zm//[ow Z. () tpdy W(zw) € DO,1) x D(0,1) (+)

(7 — 2)(e% — w)

voulue.
A ce stade, on reprend pour obtenir le développement de f au voisinage d'un point
(20, wp) de D(0,1) x D(0,1) la preuve du Théoreme II.1.3 du cours (implication

30n s’inspirera pour cela de la preuve du théoreme II.1.3 du polycopié.
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(1) = (2) de cet énoncé). On part pour cela de la formule de représentation (x)
réécrite :
1 F(e?, )

4r? /[0»2”]2 ((62'9 —20) — (2 — zo)> ((ew —wp) — (w — wg)> iz

flz,w) =

puis on développe en série de puissances de z — zy et w — wy (pourvu que |z — zo| <
1 — 20| et |w — wp| < 1 — |wp| puisque ces bornes 1 — |zg| et 1 — |wy| représentent
respectivement le minimum des fonctions 6 € [0, 27] — | — z| et ¢ € [0,27] —
€ — wol)

1 —
(e —29) — (2 — zo)> <(e’¢ —wp) — (w — wo)) -

D0 ka8, 9)(z = ) (w0 — ) (34)

k=0 =0

ou
1

azo,wo,k,l(ea 90> = (ew _ ZO)kJrl (e'iap _ wo)l+1 :

Notons que 'on a, pour tout r € [0,1 — |2]|[, pour tout s € [0,1 — |wpl],

[ e o]

Z Z sup |aZOﬂU0,k,l(87 )l rks! =

k=0 1o [0:27]?
- e ) e ()
(1= Jz0)(L = wo|) &= \1 — [z 1 — fuwp]
1

T Ol ==~

On peut donc insérer ce développement (%) sous lintégrale dans la formule de
représentation (%) pour obtenir, toujours sous les conditions |z — zp| < 1 — |z| et
|w —wo| < 1 — |wpl, le développement

f(z,0) =

0 (61'9 6i<p) . l
dod _ —
le 47T //0 2ﬂ_]2 619 _ ZO k—i—l(ezgp _ 0)l+1 gp) (Z Zo) (U} wo) ,

0

(% % *)

qui fournit le résultat demandé, si I’on pose

0 i
Az w0kl = // dfdy.
0,272 619 ZO k+1 (eup wo)l+1

Notons que 'on a bien, si 0 <r <1 —|z| et 0 < s <1—|w,

[© S ENe o]

SuD(o,2n)2 |f<€i07 €i¢)|

=zl =)0 —Jwo] —5) ~ °

|azo,wo,k,l‘rksl S
k=0 [=0

IT1.2 On suppose que f ne s’annule pas dans {|z| = 1} x D(0,1). Montrer que
pour tout w € D(0,1), f, n'a qu’un nombre fini de zéros (chacun compté avec sa
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multiplicité) dans D(0,1) et que ce nombre ne dépend pas de w. On Uappelle dans
la suite p.

Les zéros de la fonction f,, dans le disque unité sont par hypotheses tous inclus dans
un disque D(0,1 — €) avec € > 0 puisque la fonction f est uniformément continue
sur le compact D(0,1) x D(0,1) et ne s’annule pas sur {|z| = 1} x D(0,1). On note
Y1—c le lacet t € [0,27] — (1 — €)e®. Le nombre de zéros de f,, dans D(0,1) (ou, ce
qui revient au méme, dans D(0,1 — €)) est donc donné par le théoreme de Rouché
(Proposition I1.3.5 du cours) :

1 fu(C)
2im ), . fu(C)

et varie donc continuement en fonction du parametre w (on peut aussi invoquer la
Proposition I1.3.6 en prenant pour K le disque D(0,1 — €) et en raisonnant avec fy,
et f, pour w voisin de wy). Comme w € D(0,1) — N(f,) est une fonction continue
a valeurs dans N, elle est constante, égale a un entier p € N.

N(fw) =

d¢

I11.3 Montrer* qu’il existe des fonctions ai, ..., a, holomorphes dans D(0,1), telles
que, dans D(0,1) x D(0,1),

flz,w) = (2" + a;(w)2" 1+ + a4y 1 ()2 + a,(w))g (2, w),

ot g est une fonction continue de D(0,1) x D(0,1) dans C* telle que, pour tout
w € D(0,1), z — g(z,w) soit une fonction holomorphe dans D(0,1) (et vice versa
en échangeant z et w). Les zéros de f dans D(0,1) x D(0,1) peuvent-ils étre des
points isolés ¢

La k-ieme somme de Newton des p racines (;(w) de f,, vaut
1 fu(C)

k - kJw d

ZC 5], TG

d’apres le Théoreme des résidus (Proposition I1.3.4 du cours). Le théoreme de
dérivation des intégrales fonctions d’'un parametre complexe ® montre que l'intégrale
a parametres (en 'occurrence ici w) ci dessus est une fonction holomorphe de ce pa-
rametre w € D(0,1). On dispose d’autre part des relations de Newton

(-1 ZUZSk (w), k=1,...,p, 0o =0

pour exprimer les fonctions symétriques élémentaires oy (w), k =1, ..., p, des (;(w),
j = 1,...,p, comme des expressions polynomiales en les Si(w), donc aussi comme
des fonctions holomorphes dans D(0,1). Si l'on pose ai(w) = (—1) ox(w) pour
k=1,..,p,ona

P
2+ ay(w)P 4 4 ap g (w)2 4 ay(w HC G(w

40n rappellera les relations de Newton reliant les sommes de Newton S, ..., Sp de p nombres
aux fonctions symétriques élémentaires o1, ..., 0, de ces mémes p nombres.

5Voir par exemple le Théoréme 3.4 dans le polycopié en ligne du cours de MHT512 :
http ://www.math.u-bordeauxl.fr/~yger/mht512.pdf



69

et 'on peut donc écrire, pour w € D(0, 1),
flz,w) = (2" + a1 (w)2" " 4+ a4y 1 ()2 + ay(w)) gw(2),

ou g, est une fonction holomorphe dans D(0,1) ne s’annulant pas dans ce disque.
Sil'on pose ¢, (2) = g(z,w), il reste a vérifier que, pour tout z € D(0, 1), la fonction
w +— g(z,w) est encore holomorphe. Le principe du maximum appliqué a la fonction
gw dans D(0, 1) implique que pour tout w € D(0, 1), pour tout z € D(0, 1),

gu(2)] <€ sup  |f]
D(0,1)xD(0,1)

car ¢ — (;(w)| > e pour tout ¢ de module 1 et tout w dans D(0,1). La fonction
(z,w) = g(z,w)
est donc bornée dans D(0,1) x D(0,1). Si zg est tel que la fonction
w28 4 ay(w) 2 ap (w)z + ay(w)
n’est pas identiquement nulle dans D(0, 1), alors la fonction

fz,w) _
w — = (20, w)
20+ ar(w)zl 4+ 4 ap_1(w)zo + ap(w)

est une fonction méromorphe dans D(0,1) et bornée, donc de singularités élimi-
nables; c’est donc bien une fonction holomorphe de la variable w. Si maintenant
exactement 1 < v < p des racines (;(w) sont identiquement égales a z, pour tout
w € D(0,1), on remarque que

Pt ay(w)P 4+ ap g (0)z + ay(w) =
= (e 20) (2 Buw) P e By (W),

ou les fonctions f; sont holomorphes dans D(0, 1) et la fonction
we DO0,1) = 27 + Bi(w)z ™ 4o+ By (w)

n’est pas identiquement nulle. D’apres le développement local en série double (x* x)
établi en fin de question ITI.1, la fonction f s’exprime dans D(0,1) x D(0,1) sous
la forme f(z,w) = (z — 20)" f(z,w), ot la fonction f est telle que la fonction f.,
w — f(z,w) est une fonction holomorphe dans D(0,1) non identiquement nulle

dans D(0, 1), avec

Fla0,2) = (207" + Bu(w)zg """ 4o 4 Bypu(w)) g(20, w)-

La fonction

f(ZOv Z)
D4 B (w)zh T 4 By (w)

w e D(0,1) — g(zp,w) =

est donc encore une fonction méromorphe bornée dans D(0,1), donc une fonction
méromorphe a singularités éliminables (on se raméne donc ainsi au cas ou f(zq, w) #
0 dans D(0,1)). Pour tout z € D(0,1), la fonction w € D(0,1) — g(z,w) est donc
bien analytique dans D(0,1).
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Chapitre 12

Texte et corrigé du DM2 -
2010-2011

I. La formule de Jensen.

1.1. Soit u une fonction harmonique dans la couronne ouverte du plan complexe
{r1 < |z| < re}, 00 0 <1 < 1y < 00. En utilisant la premiére formule de Green
(Proposition II1.1.1 du cours), montrer que la fonction

1 27 )
M, :r €]ry,rl— —/ u(re’e) df
2m Jo

est, sur |ry,rof, de la forme M,(r) = alogr + b, ot a et b sont deuz constantes.

Si u est une fonction harmonique (donc C*°) dans la couronne {r; < |z| < rqo}, la

fonction )
1 g ~
t— f(e') = / u(e™*?) do
0

T om

est de classe C'! dans | log ry, log o[ et se différentie en utilisant le théoréme (élémentaire
ici) de dérivation des intégrales fonction d’un parametre. On a

E[u(et cos, e"sinf)] = " (Vu(e' cos b, e sinh), vy) ,

ou vy = (cos,sinf) est le vecteur v au point
(e' cos ), ' sin 0)

du bord du disque D(0, ). On a donc

1 27
d%[f(et)] = 5 a?/ut(et cos ), ' sin ) e'df
1 ou

- (y) do(y).

% 0D(0,et) 8Vext

La premiere formule de Green (Proposition II1.1.1), ou encore « formule de la diver-
gence », implique que si 7 < ¥ < e' <ryona

ou ou
/6 (y) doly) — /a y (v) do(y)

D(0,et) OVext 0,et’) OVext
= [, i o
et’ <Jy|<et
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La dérivée de t — f(e') est donc constante, ce qui prouve que cette fonction est
affine, ce qui équivaut a dire que f(r) = alogr + b, a et b étant deux constantes.

1.2. Soit f une fonction holomorphe non identiquement nulle dans la couronne {0 <
|z| < R}, R €]0,00], et ay, ..., ap, ... la liste de ses zéros dans cette couronne ouverte,
rangés dans l’ordre des modules croissants :

0<]ou| < <lan| <+ <R.

On suppose aussi que [ présente une singularité au pire non essentielle (elle peut
étre éliminable) a l'origine. En utilisant le résultat établi a la question 1.1 et le
théoréme de Rouché (Proposition 11.3.5 du cours), montrer que si 0 <1y <ry < R
sont tels que f ne s’annule pas dans la couronne ouverte {r; < |z| < ra}, on a

1 2m )
Vr €lry, o, %/ log | f(re®)| dd = (vs(r1) + v(f,0)) logr 4+ Constante,
0

ot vg(ry) désigne le nombre de zéros de f (comptés avec leurs multiplicités) dans la
couronne semi-fermée {0 < |z| < r1} et v(f,0) désigne Uindice du plus petit k € Z
tel que le coefficient de Laurent ag(f,0) soit non nul.

La fonction z — log|f(2)| est harmonique dans la couronne {r; < |z| < r9} puisque
f est holomorphe et ne s’annule pas dans cette couronne, ce qui implique que log | f]|
y est localement la partie réelle d'une fonction holomorphe!, donc est harmonique
dans cette couronne. D’apres le résultat établi au 1.1, il existe deux constantes a,, ,,
et by, », telles que

1 27‘(’ .
Vr €]ry, o, 2—/ log |f(7“619)| dO = ay, ry l0g 7T + byy 1y
™ Jo
Or on a, si v, : 0 € [0, 2] — re, r €]ry, my,

[ ]l [ 59

car

dlog |f| = %(J;((j))dz + ‘;((j)) az)

et donc, pour t €]logry,logrs|,
0y _ f '(et+i9) i0
dlog | f(e"7)] = etRe<—f(et+i9> e ) dt.

Le théoreme de Rouché (Proposition 11.3.5 du cours), appliqué a la fonction méromorphe
f dans le disque D(0,7) dont le seul pole est 0 (avec ordre |v(f,0)|) et zéros tous
dans la couronne {0 < |z| < ri} lorsque r €]ry, o[, assure que, si r €]ry, o,

1 f'(¢) _ olr
%[w 70 d¢ = v(f,0) + vp(r),

!Une fonction holomorphe et ne s’annulant pas dans un disque (ou plus généralement un
ouvert simplement connexe du plan) s’écrit dans ce disque comme 'exponentielle d’une fonc-
tion holomorphe, donc le logarithme de son module est (toujours dans ce disque) la par-
tie réelle d’une fonction holomorphe. On aurait pu aussi faire un calcul direct en remar-

quant que 2(0/0z)log[f(2)f(2)] = f'(2)/f(2) et donc que Allog|f(2)|?] = 2A[log|f(2)]] =

2(0/92)["(2)/ f(2)] = 0.
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d’ou la formule demandée.

1.3. En utilisant le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, montrer que, si
a est un nombre complexe non nul, la fonction

1 27 )
I, :r€]0, 00— —/ log |re — | df
21 Jo

est une fonction continue de r. En utilisant la formule de la moyenne pour les
fonctions harmoniques (Théoréme I11.2.1 du cours), montrer que I,(r) = log|a| si
r < a et en déduire la valeur de I,(|al).

Sir > |al, la fonction z — z—a ne s’annule pas dans la couronne {|z| > r}. D’apres
le résultat établi a la question 1.2, on a donc

Vr > |al, I,(r)=logr+ Constante.

D’autre part, pour, si r < |/, la fonction z — log|z — « est la partie réelle d'une
fonction holomorphe ne s’annulant pas (en l'occurrence la fonction z +— z — «)
dans D(0,r") lorsque r < 1’ < |a|. La formule de la moyenne pour les fonctions
harmoniques assure donc que, pour r < |a|, on a

I,(r) = (log |z — al).—0 = log|a].

Il ne reste plus qu’a démontrer que la fonction r +— I,(r) est bien définie en r = |
et se trouve étre, ainsi prolongée, une fonction continue sur ]0,00[. On en déduira
que la fonction I, est la fonction affine par morceaux de r + logr définie sur ]0, oo|
par

I,(r)=logla| Vre€]o,|a]] & I.(r)=logr Vr€llal,+ool.

En particulier [, (]a|) = log |a].

Reste & prouver la continuité de I, ainsi prolongée en 7 = |a|. Si a = |ale?® et
r = |a/, la fonction

0 log [re” — af| = [log |r(e" — ¢®)]| = | log|a| +log |~ — 1]

est équivalente a 0 — |log|0 — 6y|| au voisinage de 8 = 6. Cette fonction est
intégrable au voisinage de § = 6y (qui est le seul point de [0, 27| posant probléeme
au niveau de l'intégrabilité). L'intégrale

/271’
0

est donc bien convergente et la fonction r +— [,(r) est bien définie pour r = |a],
donc en fait pour tout r €]0, +oco[. Pour |r — ||| < |a]/2 et |0 — 0y <1 << 1, 0n a
(par le théoreme des obliques inégales)

log |re — al|df

e’ —al > r|sin(f — 6p)| > 219_90’ 2 % |6 = ol.

01— ‘10g|9—90|’
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est intégrable sur |0y — 1,0y + n[. Comme on peut majorer
(r,0) — |log |re® — a|’
par une constante sur
{(T, 0); |r—laf| <|al/2,10 — 6] >n modu1027r} ,

on en déduit I'existence d’une fonction intégrable sur [0, 27], majorant sur [0, 27] les
fonctions
0 — ‘ log |re® — a|‘
pour tout 7 tel que |r — |a|| < |a|/2. Le théoreme de convergence dominée de
Lebesgue implique donc
2m

27
lim log |r,e — a|df = / log ‘]a\eia - 04‘ do
0

n—-+00 0
si (1), est une suite tendant vers |a|. La fonction r — I,(r) est donc bien continue
en |a|.

1.4. On reprend la fonction f introduite a la question 1.2. Déduire de 1.2 et 1.3 que
la fonction

1 2 ]
€10, Rl Mo (1) i= 5= [ logf(re®) s

s’exprime sous la forme
v R[, M = 1 1 Tult)
r 6]0’ [7 log\f|(r) - V(fv O) ogr + log |al/(f,0) (f7 O)' + + t, (T)

ot € désigne un réel quelconque de |0, |ay|[. Vérifier en utilisant le procédé somma-
toire d’Abel (c’est-a-dire la formule d’intégration par parties discréte) que l'identité
(1) se reformule aussi :

Vr G]O7R[7 Mlog|f|( ) log <|a1/(f0 f7 v(£.0) H ‘CK |> (T]L)

Dans le disque ouvert D(0, |ay]), la fonction méromorphe f (avec comme seul pole
z = 0) se factorise sous la forme

F(2) = aug0)(f,0) (2 = 20)"V x h(z),

ou h est une fonction holomorphe dans D(0, |a4]), ne s’annulant pas dans ce disque,
et telle que h(0) = 1; cela résulte du fait que f admette dans la couronne {0 < |z| <
|aq|} un développement en série de Laurent convergent
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(Proposition 11.3.1 du cours). On en déduit donc que, pour r €]0, |a4 |,

1 27 )
Miogir| (1) = loglay(s,0)(f,0)] +v(f,0)logr + o /O log |h(re”| df
= loglav(r0)r0) + v(f,0)logr + log [h(0)]
= log|ay(f,0)(f,0)] +v(f,0)logr

puisque la fonction z +— log|h(z)| est harmonique dans D(0, |ay|) et vérifie donc la
propriété de la moyenne. Ceci correspond a la formule (1) dans le cas ou r < |ay].
Notons a1, ...,a1 a1, les zéros de f (comptés avec leurs multiplicités) de module
exactement |aq|. La fonction h se factorise au voisinage de D(0, |ay]) sous la forme

My

h(z) =[] (z = on) x h(z)

j=1

olt h est holomorphe et ne s’annule pas au voisinage de D(0, |ay]) et il résulte du
résultat établi a la question 1.3 que la fonction

M
T Mlog\h|(7°) = Z Ial,j <T> + Mlog |ﬁ|<r)
j=1

est continue au voisinage de r = |a;|. La fonction

7= Miog| (1) = 10g |ay(1.0)(f, 0)] + ¥(f, 0) log 7 + Miog n (1)

est donc bien continue sur |0, |ay|] et la formule

Miog 11(r) = log |ay(s,0)(f, 0)| + v(f,0)logr

est donc bien valide sur | Ry, R;] (et méme au voisinage). Supposons (1) valide dans
| Ri, Ri41] et la fonction M,ag| s continue au voisinage de Ryy1. Sur | Ry, Ryqof, on
sait (d’apres le résultat établi a la question 1.2) que

Mg f1(r) = (v(Rig1) +v(f,0)) logr + Crya, (12.1)

ol C41 est une certaine constante. Pour déterminer cette constante, on utilise le fait
que la fonction Moy est continue en Ry4q et que (t) est valide pour r €] Ry, Ry41]
pour affirmer (en comparant les limites & gauche et a droite de M7 €n Ryy1) que

(v (Rpg1) + v(f,0)) log Riq1 + Crqa

Rt (¢
= v(f,0) 10ng+1+10g|ay(f,0)|+/ #dt. (12.2)

En reportant (12.2) dans (12.1), on trouve, pour r €] Rg 1, Ry1a],

Rk+1 v t
Mg s)(r) = log|ays.0)| + v(f,0) 10gr+/ (1) gt
vy (Rg41)(log r — log Ry41)

Ry 41 ¢
= 10g|au(f,0)|+V(f,0)]ogr+/ Vf( )dt
"oodt
+Vf(Rk+1)/ —

Ryq1 t

" t
= log\a,,(fyo)]—i—y(f,O)log?“—i-/ VfT()dt
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d’apres la relation de Chasles. Comme dans le cas k = 0, on vérifie, en introduisant
les zéros de f agioj, j = 1,..., Mo de module Ry 1o que la fonction

7= Miog|5)(7)

est continue en Ry o ; en effet, f s’exprime dans la couronne {Ry1 < |z] < Rypyo}

sous la forme
My o

F2) = 1] (2= awpag) X hisa(2),
Jj=1
ol hiyq est une fonction holomorphe et sans zéros au voisinage de la couronne
{Ri+1 < |2| < Rg42}, ce qui permet d’écrire, pour Rii1 < |z] < Ryyo,

My 42

Miog 712 Z arra () + Miog nyy,((7),

et de conclure a la continuité de cette fonction en r = Rj, en utilisant les résultats
des questions I.1 et I.3. La formule (}) est aussi valide en r = Ry par continuité.
La formule (}) est ainsi démontrée par récurrence.

Lorsque 7 € [Ry., Rx+1] et k > 1, le procédé d’Abel permet de ré-exprimer l'intégrale

ZTVfT@dt = / dt+2/m /R;”fT@)dt

= Z vi(R;) (log Rj+1 —log R;) + vs(Ry)(log r — log Ry,)
7=1

k
= vp(r)logr — > (vf(R;) — vy(R;_1))log R,
j=1
vy(Ry)
= vs(r)logr — Z (Zlog|aﬂ|> = vg(r)logr — Z log ||
7=1 =1
vp(r) vg(r)
= vs(r)logr — Z log |a;| = log ( H |> (12.3)
j=1 j=1 &y

La méme identité vaut lorsque £ = 1. Lorsque k£ = 0, on a bien siir, pour tout

r G]Ro, R1 [:]O, Rl[,
/r ”fT(t) dt = 0. (12.4)

En ajoutant aux formules (12.3) (si £ > 1) ou (12.4) (sur |0, R,|) ainsi obtenues

1og(|aur.0)(f, 0)] r10))

on transforme bien la relation (}) sur [Rg, Rx+1[, £ > 1 en la relation (7). La méme
chose vaut sur |Ry, R1[=]0, B[ et la formule ({1) est ainsi bien démontrée pour
r €]0, Ri[UUgsq [ Bk, Rit1[=]0, R[ (s'il n’y a qu’un nombre fini de zéros pour f, on
convient de poser, une fois tous les zéros épuisés, Ry,1 = R).
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I.5. Si P = aoX™ 4 -+ any_1 X + ay est un polynéme a coefficients complexes
de degré exactement N non nul en 0, de racines complexes &1, ...,{n (comptées avec
leurs multiplicités), déduire de la formule (11) établie au 1.4 que

1 21 0 N
o [ [ olPe)fao] - ol [ (i 2

Montrer que, si P est de plus a coefficients entiers, la mesure de Mahler de P définie
par

™

1 2w )
h(P) = 2—/ log |P(e")|dg
0
est un nombre positif ou nul; en déduire que si P € Z[X]| se factorise sous la forme
P = Plpg, o P17P2 € Z[X], h(P) Z max(h(Pl),h(Pg))

Comme P est non nul en zéro, la formule (1), appliquée dans C et exponentiée,
montre que, si &1, ..., &y sont les zéros de P (comptés avec leurs multiplicités) dans
le disque fermé D(0, 1)

17 i i
L i0 _ _ —
exp 5= [ Tog Pe")laf PO g = ol ]

el 3] - [&]
N N
= Jao| J] 1&1=1laol ] ] max(j¢;l.1) (12.5)
j=M+1 Jj=1
car [T, €] = lax]/]ao-

Si P est a coefficients entiers, on a |ag| > 1 et par conséquent exp(h(P)) > 1 d’apres
I'égalité (12.5). On a donc h(P) > 0. Si P se factorise en P = P, P,, avec P; et Py a
coeflicients entiers, on a h(P;) > 0 et h(FP,) > 0. Comme

du fait que log transforme produit en somme, on a bien

max(h(Py), h(Py)) < h(P).

II. La formule de Poisson-Jensen.

11.1. Soit f une fonction holomorphe non identiquement nulle dans la couronne
{0 < |z| < R}, présentant une singularité éliminable ou non essentielle en z = 0
(v(f,0) € Z désignant lindice du premier des coefficients de Laurent ax(f,0) non
nuls. On note toujours oy, ...,ay, ... la liste des zéros de f dans la couronne {0 <
|z| < R}, ordonnés suivant les modules croissants et comptés avec leurs multiplicités.
Pour chaque r €]0, R[, on note ve(r~) le nombre de zéros de f dans la couronne
{0 < |z| < r}. Vérifier que la fonction f se factorise dans la couronne {0 < |z| < r}
sous la forme

ot g, est une fonction holomorphe dans D(0,1) et ne s’annulant pas dans ce disque.
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Le principe des zéros isolés (qui implique la non existence de points d’accumulation
pour I'ensemble des zéros de la fonction holomorphe et non identiquement nulle f
dans D(0,r) lorsque 0 < r < R) implique que v¢(r~) est fini. La fonction polyno-
miale

ve(r™)

fo rze DO\ {0}~ ]

j=1

r(z — a; )

2 _H.
T oz

s’annule dans la couronne {0 < |z| < r} exactement aux mémes points que f, avec
les mémes multiplicités. La fonction

friz2€D0,r)— z”(f’o)fr(z)

est donc une fonction méromorphe dans D(0, R) avec un seul pole éventuel (z = 0)
tel que v(f,,0) = v(f,0) et mémes zéros que f (les multiplicités étant prises en
compte) dans la couronne {0 < |z| < r}. Il en résulte que

f(z) = fr(z) X gT(Z),

ou g, est une fonction holomorphe dans D(0,r) et ne s’annulant pas dans ce disque
ouvert.

I1.2. Montrer que, pour r €]0, R, il existe une fonction h, holomorphe dans D(0,r)
et telle que g, = exp(h,) dans D(0,r). En utilisant la formule de représentation de
Poisson (Proposition 111.4.1 du cours), montrer que

1
Vi €lorl, Ve € DO, loglan(2)l = - [

s (T‘,)Q _ ’2‘2

R log | g (1"e)| df.

T or

La fonction g, étant une fonction holomorphe et sans zéro dans le disque ouvert
D(0,7) (qui est un ouvert U étoilé, donc simplement connexe), il existe? une fonction
h,., holomorphe dans D(0, ), telle que g.(2) = exp(h,(z)) dans D(0,r). La formule de
Poisson (Proposition I11.4.1 du cours) permet de représenter la fonction harmonique
Reh, = log|g.| dans le disque D(0,7") lorsque " < r, i.e. D(0,r") C D(0,r). La
formule de représentation obtenue est exactement la formule demandée (intégrer
sur [—m, 7| ou [0,27] est indifférent car la fonction de 6 sous l'intégrale est 2m-
périodique).

11.3. Déduire de I1.1 et de I1.2 la formule de représentation de Poisson-Jensen :

Vr€]0,R[, Vz € D(0,r)\ {0}, f(2) #0= log|f(z)| =

ve(r™)

1 (™ r2—|z]? , 2z r(z — «;
/ —l ‘2 10g|f(re’9)|d9+l/(f,0)log’ |+ Z log—’ ( il

T or ). |rei? — z| r 72 — @,z

_ =
(on établira tout d’abord cette formule lorsque r est tel que la fonction f ne s’annule
pas sur le cercle de rayon r, puis on approchera ensuite par valeurs inférieures le
cas d’un r arbitraire dans |0, R[).

2Voir I’exercice 2.14, complété ici pour montrer que la fonction ¢ que ’'on y a construit est en
fait holomorphe dans U lorsque f est holomorphe dans U.
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On suppose dans un premier temps que f ne s’annule pas sur le cercle de rayon r.
Sur le bord de ce cercle, on voit que

r(z —ay) . -
—|=1,Vj=1,.. 12.6
r2 —a;z v V] ’ 7Vf(r ) ( )
car ‘ A A
Ir(re? — a;)| = [r* —rae™®| = |r* —are®| VO €[0,2n].

On a donc, en utilisant la factorisation de f établie a la question II.1 (pour z sur
le cercle de rayon ) et les relations (12.6) (passées au logarithme et intégrées sur
[0, 2])

1 ™ 2 2 )
/ ﬂ log|f(rew)| do

o . |ret? — 2|2

I A e i0
= / T3 10g|g-(re)[ dO + v(f,0)logr.

o |, |re?® — 2]

En combinant avec le résultat établi a la question II.2; on a donc

L™ r?— |Z|2 i0
T log|f(re”)[df =log|g(z)| + v(f,0)logr.

o |, |rei® — Z|
Comme
e TG =)
log | f(2)] = log |g,(2)| + v(f,0) log|z| + Z logm
j=1 J

pour tout z € D(0,r) tel que f(z) # 0, on en déduit la formule demandée lorsque
f ne s’annule pas sur le cercle de rayon r. Lorsque r est quelconque, on obtient la
formule en remarquant que, pour tout r €]0, R[, pour tout z € D(0,r), la fonction

L™ 2=z i0
TH%/ﬂmlogU(?@ )ld@

est continue sur [r, R| grace au théoreme de convergence dominée de Lebesgue.
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Chapitre 13

Texte et corrigé du DM3 -
2010-2011

Autour des théoréemes de Picard

Partie I

Soit € un ouvert simplement connexe de C, f une fonction holomorphe dans €2,
évitant les deux valeurs 0 et 1, et zg un point de €.

1.1. Montrer qu’il existe une unique fonction g holomorphe dans €2 et telle que
Re (g(z0) € [-1/2,1/2].

La fonction f est une fonction ne s’annulant pas dans I'ouvert simplement connexe
Q. On peut donc (voir I'exercice 2.14) trouver! une fonction g holomorphe dans
telle que exp(2img) = f dans Q. Deux telles fonctions ¢ different d’un entier relatif,
puisque leur différence est une fonction holomorphe dans 2 et que €2 est connexe
(car simplement connexe). Il existe donc bien une unique fonction g holomorphe
dans Q et telle que exp(2img(z)) = f(z) si 'on impose la condition supplémentaire
Re (g(z0)) € [1/2,1/2].

1.2. Montrer que la fonction z € Q +— (g(2))> — 1 ne s’annule pas dans Q et en
déduire ’existence d’une fonction G holomorphe dans Q) et telle que

vz e, (9(2) - G(2))(9(2) + G(2)) = L.

Comme f évite aussi la valeur 1, la fonction g telle que f = exp(2img) ne peut
prendre une valeur dans Z; elle ne saurait en particulier prendre les valeurs 1 ou
—1. 1l existe donc (puisque (2 est simplement connexe et pour les mémes raisons qu’a
la question I.1) une fonction u holomorphe dans Q telle que g*> — 1 = exp(u) dans
Q. Si lon pose G = exp(u/2), on a bien g> — 1 = G?, ou encore (g — G)(g+ G) = 1.
1.3. Montrer que l'une des deux fonctions g + G satisfait |(g+ G)(z0)] > 1. On note
H cette fonction. Montrer qu’il existe une unique fonction holomorphe h dans €2,
telle que H = exp(h) et que Im (h(z)) € [—m, 7[.

Comme (g(z9) — G(20))(g(z0) + G(20)) = 1, 'un des deux nombres |g(zo) - G(20)|
est de module supérieur ou égal a 1. La fonction H = g+ G ainsi définie ne s’annule

'Dans 'exercice 2.14, on avait trouvé une fonction continue g, mais I'on peut constater que la
fonction construite est holomorphe lorsque f est holomorphe car elle se présente localement comme
la composée de la fonction f avec une détermination holomorphe du logarithme.
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pas dans  (puisque (g — G)(g + G) = 1) et s’écrit donc (toujours puisque 2 est
simplement connexe, et en invoquant l’argument utilisé & la question I.1) sous la
forme H = exp(h). Deux fonction h satisfaisant cette relation different (puisque Q2
est connexe) d’un multiple entier de 2i7. Si l’on impose la condition supplémentaire
Imh(zy) € [—m, x|, la fonction h satisfaisant exph = H dans Q est parfaitement
déterminée et unique.

I.4. Vérifier que, pour tout z € Q, on a f(z) = exp(2imcosh (h(z)), ot la fonction
cosinus hyperbolique cosh est définie par coshw := (e¥ +e~")/2.

Il suffit de remarquer que H + % = 2g, donc, comme H = exp(h), g = cosh h dans
2. Ceci est a coupler avec 'identité f = exp(2img) établie au I.1.

1.5. Déduire de H + & = 2g et de |H(z)| > 1 Uinégalité |H(z)| < 1+ 2|g(z)|.
Montrer que |Im(g(z0))| < (log|f(z20)|)/7 et conclure que
h(z0)] < [Tmh(z)| + log [H ()|
< 7+ log|2g(z0)|

g (0l

< m+log (2+ (13.1)

On a |H(2o)| < 2|g(z0)| + m < 2|g(z0)| + 1. D’autre part [Imh(z)| < 7 et

[Re h(z0)| = |log |H (20)[| = log |H ()| < log(1 + 2[g(z0)])-

On a enfin

[log(f(z0))] _ ;| [log(f(20))|

2lg(z0)| < 2|Re (g(20))[ +2—0 — < m

puisque —27Im g(z9) = log|f(z0)| vu que f(z9) = exp(2img(2)). On a donc bien
finalement

lo 2
h(20)] < [Re (h(z)| + Im ((z0))| < 7+ log (2 22Dy
Partie I1 (un théoréme de Bloch-Landau)

Nota : cette partie est une reformulation des exercices 9.1 et 9.2 traités en TD;
seules les notations ont changé, par soug¢i de cohérence avec celles du probléme.

Soit ® une fonction holomorphe dans un voisinage de D(0,1) et telle que l'on ait
®'(0) = 1. On pose M = suppgy | (2)]-
I1.1. Montrer que

o it e [0,1] — tsup{|P(2)]: |o| < 1 -1}

est continue sur [0, 1] et en déduire qu’il existe to > 0 et a € D(0,1) avec |a| < 1—ty,
|D'(a)| = 1/ty et |D'(2)| < 1/t pourt <ty et |z] <1—t.

La fonction @ est uniformément continue sur D(0,1) (puisque ® est holomorphe
dans un voisinage de ce disque fermé). On en déduit que la fonction

t €[0,1] — sup{|®'(2)|; |2] <1 -t}
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(donc aussi son produit avec la fonction ¢ — t) est continue en tout point to de [0, 1].
Si en effet (tx) est une suite de points tendant vers tg, on a

sup [®| — sup [P]
D(0,1—tg) D(0,1—to)

lorsque £ tend vers l'infini; si ce n’était pas le cas, ou pourrait, quitte a extraire une
sous suite, affirmer que, pour tout k,

sup [®'[— sup |®]| > 7
D(0,1—tg) D(0,1—to)

pour un certain n > 0 alors que la suite (f)x tend vers ty, ce qui contredirait
I'uniforme continuité de @' sur D(0,1) (théoreme de Heine).

On désigne par t la borne inférieure de I'ensemble (non vide, car contenant 1) des
t €10, 1] tels que

tsup{|@'(2)] |5 <1 -1} = 1.

Vu la continuité de la fonction ¢ sur [0, 1] et le fait que p(0) = 1, on a nécessairement
to > 0 et suppg1—y [P = 1/to. 1l existe un point a de D(0,1 — to) C D(0, 1) tel que
|®'(a)| réalise le maximum de la fonction continue |®" sur le compact D(0,1 — t),
soit |®'(a)| = 1/tg. Pour tout t < ¢y, on a p(t) < 1, i.e. |9'(z)| < 1/t pour tout
z € D(0,1—1).

I1.2. Montrer que |®'(2)| < 2/ty dans le disque D(a,to/2) et en déduire que la
fonction @, définie dans D(0,1) par

vérifie |P,(2)| < 1 dans D(a,ty/2).

On a D(a,ty/2) C D(0,1 —tg+1to/2) = D(0,1—1t5/2). Comme t3/2 < ty, on a,
d’apres le résultat établi a la question IL.1., |®'(2)| < 2/ty pour z € D(0,1 —ty/2),
a fortiori pour z € D(a,ty/2). Par I'inégalité des accroissements finis, on a, pour
tout z € D(a,ty/2),

2
[5(2) ~ (a)] < sup |||z —al < o x

=1.

I1.3. Soit W, la fonction définie au voisinage de D(0,1) par

20,(a + t%z
He %

Vérifier que ¥,(0) =0, W/ (0) =1 et |¥,(2)| <2 dans D(0,1).

Comme ®,(a) = 0, on a V,(0) = 0. De plus, par la regle de Leibniz, ¥/ (0) =
1. Enfin, du fait que |®'(a)| = 1/ty et que |P,| < 1 dans D(0,%9/2), on a bien
supp(o,1) | Val < 2.

I1.4. Soit w € C\ V,(D(0,1). Montrer qu’il existe une et une seule fonction v,
holomorphe dans D(0,1) telle que ¢¥*(z) =1 — W, (z)/w pour tout z dans D(0,1) et
1¥4(0) = 1. Donner les premiers termes du développement de 1, en série entiére.
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Comme w ¢ ¥,(D(0,1), la fonction
Va(2)

w

z€ D(0,1)—1—

ne s’annule pas dans l'ouvert (simplement connexe) D(0, 1) et vaut 1 en z = 0, donc
s’écrit sous la forme exp(f,) avec 6,(0) € 2inZ (ce résultat a été utilisé plusieurs
fois dans ce probleme, voir par exemple la question I.1). On a donc le choix pour
1, entre les deux fonctions =+ exp(6,/2); 'une de ces deux fonctions (et une seule)
vaut 1 en z = 0 ('autre valant —1 en z = 0). La fonction v, est donc bien unique.
Comme

24 a2t 4

V) =(1+az+ a2+ )2 =142z +---=1
w

si W,(2) = 2z + ag2z® + - - -, on a par identification

z
Gal2) = 1= 5t

au voisinage de z = 0.
I1.5. Montrer que

2
sup ]¢a|2 <14+ —
D(0,1) |w|

et déduire des inégalités de Cauchy (formulées a l’aide de la formule de Plancherel)
que |w| > 1/8. Conclure que V,(D(0,1)) contient le disque ouvert D(0,1/8) et
déduire de la relation entre ® et U, que ®(D(0,1)) contient un disque ouvert de
rayon au moins égal a 1/16.

Comme ¥? =1 — ¥, /w et que |¥,| < 2 dans D(0,1), on a

2
sup Wa|2 <1+ —
D(0,1) |w|

(par I'inégalité triangulaire). D’apres la formule de Plancherel (appliquée a la fonc-
tion 2m-périodique 6 — 1),((1 — €)e'?), € €]0, 1], on a

0 1 2w ) 9
SlaaP -0 = oo [ (- 9P <1 o
o0 T Jo |w]

On a donc en particulier

1
1+ (1-6|uff=1+(1-€—s <1+ —,
Afwl? |wl

d’on |w| > 1/8 (on fait tendre e vers 0). Il en résulte que le disque D(0,1/8) est
inclus dans ¥,(D(0,1)). Comme, pour tout z € D(0,1),

o)

Vo(2) = ———=—,
(2) t0®'(a)
ce qui se lit aussi
t tod®’
(I><a + 072> = ®(a) + OT@‘Ila(z),
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et que |to®'(a)| = 1, 'image ®(D(0,1)) contient un disque de centre ®(a) et de
rayon 1/2 x 1/8 = 1/16.
Partie III : vers les théoremes de Picard

Soit F' une fonction entiere évitant deux valeurs a et b distinctes. Le but de cette
partie est de montrer que F' est constante. On suppose donc ici F' non constante et
le but de cette partie est d’aboutir a une contradiction.

II1.1. En wutilisant les résultats établis dans la partie I, montrer qu’il existe une
fonction entiére h telle que

VzeC, % = exp(2imcosh (h(z)).

Puisque F évite les valeurs distinctes a et b, la fonction z — F(z) — a ne s’annule
pas et évite la valeur b — a # 0. La fonction entiere

F(z)—a

fi2eCr—
b—a

ne prend ni la valeur 0, ni la valeur 1. D’apres la partie I (question 1.4), il existe
une fonction entiere A telle que

VzeC, f(z) =exp(2ircosh (h(z))).
II1.2. Montrer que la fonction entiere h de III.1 évite toutes les valeurs
tarcosh (n + 1) + itkm, n € N, k € Z,

ou arcosh : [1,00[—]0, 00| est la fonction inverse de la fonction cosh.

Si u et v sont deux nombres réels; on a
cosh (u + iv) = coshu cosv + i sinh(u) sinv.
Si
u+ 1w = tarcosh (n+ 1) + ikm, n € N, k € Z,

on constate donc que cosh (u + iv) = £(n + 1) € Z. La fonction h ne saurait donc
prendre de telles valeurs car cosh h ne peut prendre de valeurs entieres (f ne prenant
pas la valeur 1).

IT1.3. Montrer que la suite

(arcosh (n 4 2) — arcosh (n + 1))

n>0

est une suite décroissante majorée par arcosh (2) ~ 1.317. En déduire que tout point
du plan et a une distance au plus égale a

1
5\/7r2 + (arcosh 2)2 ~ 3.22

de l'un des points +arcosh (n + 1) +ikm, n € N, k € Z.
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Le fait que la fonction ¢ +— [1, co[— arccosh ¢ soit concave et la formule des accrois-
sements finis implique que la suite des taux d’accroissements successifs

arcosh (n + 2) — arcosh (n + 1)
(n+2)—(n+1)

=arcosh’(&,), & €ln+1,n+2[, n €N,

est une suite décroissante, majorée donc par son premier terme, arcosh (2). La valeur
numérique approchée (~ 1.317) de arcosh(2) est donnée par une table. Tout point
du plan se trouve dans un rectangle [n,n + 1] x [km, (k + 1)7] ou [—(n + 1), —n] X
[km, (k+ 1)x], ou n € N et k € Z. 1l se trouve donc nécessairement a une distance
inférieure a la longueur de la diagonale de ce rectangle de I'un des sommets de ce
meéme rectangle. La longueur de la diagonale du rectangle est calculée via le théoreme
de Pythagore et majorée en tenant compte du résultat établi au début de la question.

II1.4. Pourquoi existe-t-il un point o de C tel que h'(«) # 0 2 Montrer (en utilisant
les résultats établis dans la partie 11, en particulier en 11.5) que limage du disque
unité D(0,1) par Uapplication

1 64z
® ;2 D0,1) 6—4h<a—|— h,(a))

contient un disque ouvert de rayon 1/16. En déduire que l'image par h du disque
D(a,64/|h («)|) contient un disque de rayon 4 et conclure & une contradiction avec
la conclusion de la question II1.3. Dire pourquoi ceci conclut la preuve du petit
théoreme de Picard.

L’existence de « résulte du fait que h n’est pas constante (sinon f le serait). La
fonction @ est la restriction a D(0,1) d'une fonction entiere. De plus &'(0) = 1
(par la regle de Leibniz). On est dans le cadre de la partie IT et la conclusion de
la question IL.5 est valide pour cette fonction ®. L’image du disque unité par ¢
contient un disque de rayon 1/16. Compte tenu de la relation

6_14h<0‘ N %) _&(z) Vze DO, 1)

liant ® et h, l'image par h du disque ouvert de centre « et de rayon 64/|h' ()]
contient un disque de rayon 64 x 1/16 = 4. Ceci est en contradiction avec le fait que
tout point du plan est & une distance au plus égale a ~ 3.22 (voir la question IT1.3)
de 'ensemble « interdit » pour les valeurs de h. La contradiction obtenue permet de
conclure a 'absurdité de I’hypothese « f non constante », donc au petit théoreme
de Picard.

IT1.5. (une application du corollaire du grand théoréme de Picard, théore-
me VI-4-1 du cours). Montrer que, sip € C[X]|, I"équation e* = p(2) a une infinité
de solutions.

La fonction z — p(z)e™* est une fonction entiére (qui n’est pas un polynéme) ne
prenant qu’'un nombre fini de fois (puisque p est un polynéme) la valeur 0. Elle prend
donc une infinité de fois (d’apres le corollaire du théoreme VI-4.1 du cours) toute
autre valeur complexe, en particulier la valeur 1. L’équation e* = p(z) a donc une
infinité de solutions dans le plan complexe.



